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1 Matrices y Sistemas lineales de ecuaciones

Sea My xm = Mpxm(R) el espacio vectorial de las matrices reales con n filas y m columnas.

1.1 Operaciones elementales por filas
En una matriz, se consideran operaciones elementales por filas a las siguientes:
1. Intercambiar dos filas.

2. Multiplicar una fila por un nimero real no nulo.

3. Sustituir una fila por la suma de ella misma con el producto de otra por un niimero real.

Ejemplo
21 0 01 0\ 0 0
12 —1| D= |1 9 _p| 22l (g 4 o) 222l [ 3 o
01 0 21 0 21 0 2 1 0

1.2 Matrices elementales

Se llaman matrices elementales a aquellas matrices cuadradas que resultan de aplicar una
operacion elemental a la matriz identidad.

Ejemplo
100 0 100\ 10 0
=01 of L2 p ol : r1={o0 1 0|22 p_|01 o
00 1 1 00 1 00 —2

o = O e )

0

1

0
) 1 0 O
f3—=2fa—f3 E=|lo 1 o
0 1

-2

oo © o

1.3 Relacién entre operaciones y matrices elementales

El resultado de hacer una operacién elemental a una matriz A € M,,«.,, coincide con el resultado
de multiplicar la matriz elemental £ € M, «,, asociada a dicha operacién elemental, por A.

Ejemplo
1 2 -1 1 ) 2 -1 1 1 0 0
A=12 -1 1 o | &=L (g 5 3 —2|=(-21 0] 4
1 0 3 -2 1 0 3 -2 0 0 1
1 2 -1 1 1 0 3 -2 00 1
A=[2 -1 1 o |25 10 =5 3 —2|=]01 0] 4
1 0 3 -2 1 2 -1 1 100
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1 2 -1 1 1 2 -1 1 10 0
A=12 -1 1 o | == 192 1 1 ol=(o1 0]-4
1 0 3 -2 1 0 -3 2 00 —1

1.4 Formas escalonada y candnica de una matriz. Rango

Se llama matriz escalonada o reducida de A € M,,«,, a cualquier matriz A, € M,,xm que
se obtiene a partir de A mediante operaciones elementales, y en la que el primer elemento no
nulo de cada fila se encuentra a la derecha del primer elemento no nulo de la fila anterior. Las
filas nulas, si las hay, en una matriz escalonada deben estar al final.

Se llama rango de A al ntimero de filas no nulas de una matriz escalonada de A.

Se llama matriz canénica por filas de A € M« a la matriz A. € M, xm, que se obtiene
a partir de A mediante operaciones elementales, en la que el primer elemento no nulo de cada
fila es un uno, se encuentra a la derecha del primer elemento no nulo de la fila anterior, y por
encima de él todos los elementos son nulos.

Observa que si B se obtiene a partir de A € M, «,, después de p operaciones elementales,
entonces

B=E, E, 1-...-FEy-E-A

donde F; es la matriz elemental asociada a la operacién i-ésima. Ademas, si I € M, «, es la
matriz identidad de orden n, se tiene que

operaciones elementales
(A1) (

B|E) con B=FE-A

donde F = E, - E,_1-...- Ey- Fj se llama matriz de paso de A a B.

Ejemplo
Si se quiere hallar una matriz escalonada, y la matriz de paso asociada, de la matriz

1
-1
-1

1

— = N
SN W o
O ==
N — W

se hacen las operaciones elementales necesarias adosandole la matriz identidad:

1 1 011 1 0 0 O fa=2f1—fa
fa—fi—f3
(A|I) . 2 -1 3 1 3 01 0 O fa—fi—fa
1 -1 21 1]0010
1 1 0 0 2 0 0 01
1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0
0 33 -11]-2100 foor fs 0o -2 2 0 0|-1010
==
0o -2 2 0 O0]|-1 01020 0O -3 3 -11|-21020
0O 0 0 -1 1 |-1001 0 0 0 -1 1|-1001
e (1101110 0 0N g
3fa—2f3— f3 01 -1 0 O 1/2 0 -1/2 0 2 fatfa— fa
B Y s
00 0 2 =2 1 -2 3 0
O 0o 0 -1 1 -1 0 0 1
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11 0 1 1 1 0 0 0

01 -1 0 O /2 0 -1/2 0 | . .
00 0 1 —-11|1/2 -1 3/2 0 = (A |E") con A, =E"-A
0O 0 0 0 O -1 =2 3 9

Puesto que la matriz escalonada tiene tres filas no nulas, su rango es tres:
rgA=3

Para hallar la matriz candnica por filas, y la matriz de paso asociada, se contintian las operaciones
elementales:

10 1 1 1 [1/2 0 1/2 0
ffoen [ 001 =10 0 |12 0 -1/2 0
(A1) = (4| ) 00 0 1 —1|1/2 -1 3/2 0
00 00 0 |-1 -2 3 2
10 1 0 2 ][0 1 -1 0
fefoei [ 001 =10 0 |12 0 -1/2 0 | . .
00 0 1 -1 |12 -1 32 o |~ WAIE) com A =E"-4A
00 00 0 |-1 -2 3 2

1.5 Matriz inversa

Se llama matriz inversa de una matriz cuadrada A € M,,x, a otra matriz A=' € M,,«, tal
que
A-At=A1. A=1T

No todas las matrices cuadradas tienen inversa. Una matriz cuadrada A se llama regular si
tiene matriz inversa, y se llama singular si no la tiene.
Es fécil observar que todas las matrices elementales tienen inversa:

1. La matriz inversa de la matriz elemental asociada a intercambiar dos filas es ella misma.

2. La matriz inversa de la matriz elemental asociada a multiplicar una fila por un nimero,
distinto de cero, es la asociada a multiplicar la misma fila por su inverso.

3. La matriz inversa de la matriz elemental asociada a sustituir una fila por ella misma mas
otra multiplicada por un nimero es la asociada a la misma operaciéon pero multiplicando
la fila por el nimero opuesto.

Es conocido que la existencia de matriz inversa se puede caracterizar, en términos de deter-
minantes, como

A € My« tiene inversa (es regular) <= |A| #0

También se puede caracterizar, en términos de operaciones elementales, por el siguiente teorema:

Teorema

Una matriz cuadrada es regular si y sélo si se puede reducir a la matriz identidad por operaciones
elementales de filas.
Ademas, si

) operaciones elementales (

(A|I

se tiene que A™! = E.

I|E) con I=F-A
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Algoritmo para el calculo de la matriz inversa

Para hallar la matriz inversa de una matriz cuadrada A se procede asi:
1. Se considera la matriz (A|I).
2. Se obtiene una forma escalonada (A4, | E").

3. Si A, tiene algin cero en la diagonal principal, entonces la matriz A es singular (no es
invertible).

4. Si A, no tiene ceros en la diagonal principal, entonces A es regular (es invertible) y se
siguen haciendo operaciones elementales hasta llegar a (I | E).

5. La matriz inversa es A~ ! = E.

Ejemplo

Halla, si existe, la matriz inversa de:

1 -1 1
A=[2 1 41
111
1 -1 1 (1 00 fo—2f1— fo 1 -1 1 1 00 f2/3=f2
AlD=|2 1 —1]o 10 | Bl=b [ o 3 3|21 o |B2RE2A
1 1 1/00 1 0 2 0|-101
f/2— s
1 -1 1] 1 0 0\ £th2f /1 -1 0] 5/6 1/3 —1/2
0 1 —1|-2/3 1/3 o | 2P0 g 1 o012 0 172
0 0 2|1/3 —2/31 0 0 1] 1/6 -1/3 1/2

100]1/3 1/3 0
SERh g 1 o120 12 | =(1147Y
00 1| 1/6 -1/3 1/2

de donde
1/3 1/3 0 (2 20
Al =(-1/2 0 1/2 =513 0 3
1/6 —1/3 1/2 1 -2 3

1.6 Sistemas lineales

Un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas es

a11271 + a12x2 + ... + a1y = b1
a21T1 + a22%2 + ... + A2p Ty = b

Am1T1 + Amaxo + ... + GynTn = b,
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con a;j,b; € R, que se puede expresar en forma matricial como

a1 a2 ... Qip 1 b1
as1 a9 ... Qop To bo
Ami Om2 .. Gmn Tn, bm

o también como
Ax=Db con A€ Muyxn, X € Muxi, v b€ My«

Las matrices A € My,xn vy A = (A|b) € My (nt1y se llaman, respectivamente, matriz de
coeficientes y matriz ampliada. Cuando b = 0 el sistema se llama homogéneo.

Se llama solucién del sistema Ax = b a cualquier vector x° = (z9,29,...,29)t € M,,»; tal
que Ax” = b. Resolver un sistema es hallar todas sus soluciones.

Dos sistemas se llaman equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Teorema

Si un sistema Ax = b tiene més de una solucién entonces tiene infinitas soluciones.
Demostracién: Si x°,x! € M,,»x1 son dos soluciones distintas del sistema, entonces, para
cualesquiera o, B € R con a+ 3 = 1, se cumple que x = ax’+ x! € M,,«1 es también solucién:

Ax = A (ax" + px') = aAx’ + BAx' =ab+ b = (a+ pB)b=Db

Luego si el sistema tiene dos soluciones distintas, entonces tiene infinitas soluciones.

Clasificacion de sistemas lineales

Segun el ntimero de soluciones, los sistemas se clasifican en

Sistema incompatible <= No tiene soluciones
Sistema compatible determinado <= Tiene solucién unica
Sistema compatible indeterminado <= Tiene infinitas soluciones

Teorema

Si (A’|b’) es la matriz que se obtiene después de aplicar un ntumero finito de operaciones
elementales a la matriz (A |b), los sistemas Ax = b y A’x = b’ son equivalentes.
Demostracién: Sea (A'|b’) =E,-...- Ey- E; - (A|b), es decir

A=E -...-Ey-E-A y b=E.-....Ey-Ei-b
Entonces:

x% es solucién de A'’x =b' <= A'x" =b' <= E,... E2E1Ax’ = E, ... FyE1b
= E['Ey BB, BBl AX = E{'Ey . ETYE, .. EyErb
= JAX" = Ib <= Ax" = b < x" es solucién de Ax =b

Es decir, los sistemas Ax = b y A’x = b’ son equivalentes.
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1.7 Método de Gauss

Todo sistema lineal Ax = b de n ecuaciones con n incognitas y |A| # 0 (o rg A = n) es
compatible determinado. Se puede resolver por el método de Gauss:

1. Se considera la matriz ampliada (A |b).
2. Se obtiene una matriz escalonada (A, | by).

3. Se resuelve el sistema equivalente A,x = b, por el método de ascenso.

Ejemplo

Para resolver el sistema
r—y+z=4
2r+y—z=-1
rT+2y—z=-3

por el método de Gauss, se procede asi:

1o—1 1[4 f2fimp (1 =1 1|4\ hfds (1 1 1|4
9 1 1|1 | Bl o3 g9 | B2 [ 1 1|3
1 2 —1]-3 0 3 —2|-7 0 0 1|2

y se resuelve, por el método de ascenso, el sistema equivalente:

r—y+z= 4 =1
y—z=-3 = y=—1
z= 2 z=2

1.8 Teorema de Rouché-Frobenius

Si Ax = b es un sistema de m ecuaciones con n incognitas, entonces:
1. Sirg A #rg(A|b), el sistema es incompatible.
2. Sirg A=rg(A|b) =mn, el sistema es compatible determinado.

3. Sirg A =rg(A|b) =k < n, el sistema es compatible indeterminado, y su solucién depende
de n — k parametros.

1.9 Resolucién de sistemas lineales por el método de Gauss

Para resolver el sistema lineal Ax = b, de m ecuaciones con n incégnitas, se procede como sigue:
1. Se considera la matriz ampliada (A |b).
2. Se obtiene una matriz escalonada (A, | by).
3. Entonces, se pueden presentar los siguientes casos:

(a) Sirg A, #rg(Ay|by), el sistema es incompatible. No hay soluciones.
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(b) Sirg A, =rg(A,|by) = n, el sistema es compatible determinado. Sus dnica solucién
se obtiene resolviendo por el método de Gauss el sistema resultante después de elimi-
nar las ecuaciones nulas (si las hay).

(c) Sirg A, =rg(A,|by) =k < n, el sistema es compatible indeterminado. Su solucién
se obtiene resolviendo por el método de ascenso el sistema que se obtiene al pasar al
segundo miembro, como parametros, las n—k incégnitas que no son comienzo (primer
elemento no nulo) de alguna fila de A,.

Ejemplo
Para resolver el sistema de 3 ecuaciones con 5 incognitas:

1+ 22 + x4 =-1
T1t+x2+a3+2x4+25= 0
xr1 + T2 + 4425 =-1

se obtiene, en primer lugar, la matriz reducida de la ampliada:

1 1.0 1 0]-1 fa—f1—f2 1 1 01 0]-1
Ab)=(1 112 1]0 | 222500011 1|1 |=(A]|b)
1101 1|-1 0000 1|0

Puesto que rg A, =rg (A, |by) =3 < 5 el sistema es compatible indeterminado. Sus soluciones
se obtienen pasando al segundo miembro, como parametros, las incégnitas que no son comienzo
de alguna ecuacién, xo = Ay x4 = u, y resolviendo el sistema resultante por el método de

asSCenso:

r1=—1—-A—pu

I :—1—)\—/1, 1‘2:)\
Tot+as=1—p = ¢ x3=1—pu , AMpueR

x5 =0 Ta= U

J}5:O

1.10 Sistemas lineales homogéneos

Puesto que rg A = rg(A]0), el sistema lineal homogéneo Ax = 0, de m ecuaciones con n
incognitas, siempre es compatible:

1. Si rg A = n, el sistema homogéneo es compatible determinado, y la tnica solucién es la
solucién trivial x1 =29 =... =z, = 0.

2. Sirg A = k < n, el sistema homogéneo es compatible indeterminado, y su solucién depende
de n — k parametros.

Ejemplo
Para resolver el sistema lineal homogéneo

20 4+3y— z=0
r— y+ z2=0
r+9y—5z2=0
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se calcula una matriz escalonada de la matriz de coeficientes (no es necesario considerar la
columna de los términos independientes pues son siempre nulos):

2 3 -1 1 -1 1 f2=2fi=fo (1 -1 ) 1 -1 1

1 -1 1 | L2l fe 3 ) LS g 5 g B2ER g 5 3

1 9 =5 1 9 =5 0 10 -6 0 0 O
Puesto que rg A = 2, el sistema es compatible indeterminado con solucién dependiente de

3 — 2 = 1 parametro. Pasando x3 = A al segundo miembro, y resolviendo el sistema resultante
por el método de ascenso, se obtiene la solucién:

v — —) x:_TQ/\ T = —2A
{ 5y;3>\ —{ y=2 = ¢ y=3A , AER
Y = z =05\

1.11 Eliminacién de parametros

Eliminar parametros en
1 =b1 + a1 1+ apeds + ...+ a A
To = by + ax A\ + axde + ...+ az A,
Tn = bn + anl)\l + an2)\2 +...+ anr)\r

es equivalente a encontrar un sistema del que sea solucién, y ésto es equivalente a obtener los
valores (1,2, ...,Ty,) para los que el sistema

apiA +apde + ...+ ap A =21 — by
a21\1 + ageAa + ... + agp A, = x93 — bo

an1 A1 + A2 + ...+ Qe A = Ty — by

es compatible, es decir que se verifica:

ail a2 ... aip ain a2 ... ay | T3 —by

as; az ... Qo asy a2 ... Gzr | T3 — by
rg =rg

apl Ap2 ... GQpp apl QA2 ... Gpp | Ty — by

Ejemplo

Para eliminar los parametros a,b € R en la expresién:

T1=a+2b
To=a—>b
$3:1—|—b

rs=a+b—1
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se impone la condicién de que el sistema

a+2b=mx

a— b=ux9
b=x3—1

a+ b=x4+1

tiene solucién (es compatible), para lo que se necesita que:

1 2 1 2] =

" 1 -1 - 1 —1|
0 1 0 1 |a3—1
1 1 1 1 |zy+1

Para imponer esta condicion, se busca una matriz escalonada de ambas matrices, lo que se hace
simultdneamente considerando la segunda matriz:

1 2 T _ 1 2 X1

1 =1 =z ;Z—ﬁ—ji 0 =3| ®m—x
B

0 1 |x3—1 0 1 3 —1

1 1 |zy4+1 0 —1|xg—21+1

1 2 1

0 -3 o — I1

0 0 3(1‘3 — 1) + (Q?Q — fL‘l)

0 0 3(x4—x1+1)—(x2—x1)

3f3+fa—f3
3fa—fa—fa
L NRELIN

Para que las dos matrices tengan el mismo rango, es necesario que en la tercera columna los
elementos de las filas tercera y cuarta sean nulos, es decir que:

{ 3($3—1)+($2—I‘1):O
3(xg—x1+1)— (22 —21) =0

con lo que se tiene la condicidn:

$1—$2—3{L‘3:—3
201+ a0 — 324 =3
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2 Espacios vectoriales

2.1 Espacio vectorial

Un espacio vectorial sobre un cuerpo K (en general R o C) es un conjunto V # () sobre el que
hay definidas dos operaciones:

1. Suma:

+:VxV =V
(u,v) —u+v
verificando las siguientes propiedades:
(a) Conmutativa: u+v =v+u, Yu,veV.
(b) Asociativa: (u+v)+w=u+(v+w), Yu,v,we V.
(c) Elemento neutro: Existe 0 € V talqueu+0=0+u=u, Vue V.
(d) Elemento opuesto: Para todo u € V existe —u € V tal que u+(—u) = (—u)+u=20

2. Producto por un escalar:

i KxV —V
(Au) — A-u

verificando las siguientes propiedades:

Los elementos de un espacio vectorial se llaman vectores.

Un espacio vectorial real es un espacio vectorial sobre el cuerpo R de los niimeros reales.
Nota: En lo sucesivo, siempre que no haya confusién se omitira el punto () en la operacién

producto por escalar.

Ejemplos
Son espacios vectoriales reales, con las operaciones que se indican, los siguientes:
1. El conjunto de n-uplas de nimeros reales:
R" = {X = (xl,xg,... ,$n) = (xi)lgign T € R, 1< < n}
con las operaciones:

X+y=(x1+y, T2+ Y2, .., Tn+Yn)
Ax = (Ax1, Aza, ..., Axy)
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2. El conjunto de matrices de dimensién n x m:

Myxm(R) = {A = (aij)1<i<n a0 €ER, 1<i<n, 1 <5< m}
1<i<m

con las operaciones: suma de matrices y producto por niimeros reales.

3. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales en la variable x:

P(R) = {Zakxk :neN, aq € R}
k=0

con las clasicas operaciones de suma y producto por nimeros reales.

4. El conjunto de todos los polinomios, con coeficientes reales en la variable x, de grado

menor o igual que n:
n
Pn(R) = {Z arz® :ay € ]R}
k=0

con las mismas operaciones anteriores.
5. El conjunto de todas las funciones reales:
FR)={f: R— R}
con las operaciones: suma de funciones y producto por nimeros reales.

6. El conjunto de todas las sucesiones de ntimeros reales:
&) .
S={(zn)peo : zn € R, n>1}
con las operaciones: suma de sucesiones y producto por numeros reales.

7. SiZs ={0,1}, entonces Z3 es un espacio vectorial sobre el cuerpo Zsg, con las operaciones:

0+40=1+1=0, 0+1=140=1 y 0.-0=0-1=1-0=0, 1-1=1

2.2 Propiedades

Si V' es un espacio vectorial, entonces
1. 0-u=0.
2. (-1)-u=—u.

para todo u € V.

2.3 Subespacio vectorial

Se llama subespacio vectorial de un espacio vectorial V' a cualquier subconjunto no vacio
S C V que es espacio vectorial con las mismas operaciones definidas sobre V.
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2.4 Caracterizacién de subespacios vectoriales
Si V es un espacio vectorial y S C V, S # (), entonces

(IH)u+veS,Vuves

S es subespacio vectorial de V <=
(2) Aue S,VAxeKyVYueS

Demostracion:

(=) Evidente, pues S es espacio vectorial.

(<) (1) y (2) garantizan que las operaciones estan bien definidas sobre S, al ser éste un conjunto
cerrado respecto de ellas. Ademds, por ser S un subconjunto de V, se verifican todas las
propiedades de la suma y el producto siempre que sea cierto que 0 € S y que el opuesto de
cualquier elemento de S estd en S. Ahora bien, para cualquier u € S,

0=0-ues y —u=(-1)-ues

luego S es un subespacio vectorial de V.

2.5 Corolario

Si V es un espacio vectorial y S C V, S # (), entonces

S es subespacio vectorial de V <= Au+uv e S, VA, u e K, Vu,ve S

Ejemplos

1. En todo espacio vectorial V', el conjunto {0} es un subespacio vectorial llamado subespa-
cio trivial.

2. Sea F(R) = {f : R — R} el espacio vectorial de las funciones reales. Son subespacios
vectoriales:

Si={feFR): f(0)=0} So={f € FR) : f continua}
Sz ={f € F(R) : facotada} Sy ={f € F(R) : f derivable}

y no lo son

Ss ={feFR): f(x) >0, Vo € R} Se={f€FR) : |f(x)| <1, Ve eR}

3. Son subespacios vectoriales del espacio vectorial P(R), de todos los polinomios en x con
coeficientes reales, los siguientes:

Si={pePR):p(0)=0} So={pePR): ay=a =0}

donde ag y a1 son los coeficientes de grado 0 y 1, respectivamente. No son subespacios
vectoriales:

Sz = {p € P(R) : grado(p) = 4} Sy ={p € P(R) : el grado de p es par}

4. En el espacio vectorial de todas las matrices cuadradas de orden n, el subconjunto de las
matrices simétricas es un subespacio vectorial, y no lo son el subconjunto de las matrices
regulares ni el de las matrices singulares.
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5. El conjunto de soluciones del sistema homogéneo Ax = 0, A € M, «»(R), es un subespacio
vectorial de R™.

6. Son subespacios vectoriales de Maya(R):

a{(35) mes) 5o{( ) e
s-{(28) )

Sea V un espacio vectorial. Se dice que v € V es combinacién lineal de los vectores
{v1,va,...,vp} CV, siexisten ay, ao,...,a, € K tales que

n
vV = E o;V;
=1

y no lo es

2.6 Combinacion lineal

Ejemplos

1. En R3, para averiguar si el vector v = (1,2,3) es combinacién lineal de vi = (1,1,1),
vy = (2,4,0) y vg = (0,0, 1), se plantea la ecuacién vectorial:

(1,2,3) = a(1,1,1) + $(2,4,0) +7(0,0,1)

que equivale al siguiente sistema de ecuaciones, cuyas soluciones son las que se indican:

a+ 20 =1 a=0
at+48 =2 ={ B=1/2
Luego v = Ovy + %VQ + 3vs, y el vector v es combinacién lineal de {v1,va,v3} (y también
de {VQ, Vs})
2. En May2(R), para averiguar si la matriz A = ( _21 4 ) es combinacién lineal de A1 =

( 11 ) y Ay = ( g g ), se plantea la ecuacién matricial:

2 2
a+38=-1

1 0)_ (11 3 2 a+28=0

< 2 4)‘“(2 2)+5<3 5>:> 20 433 =2
20+ 58 =4

Este sistema es incompatible, luego A no es combinacién lineal de {A4;, As}.



Agueda Mata y Miguel Reyes, Dpto. de Matemdtica Aplicada, FI-UPM 5

2.7 Dependencia e independencia lineal de vectores

Sea V un espacio vectorial. Se dice que el conjunto de vectores {vi,vo,...,v,} C V es li-
nealmente dependiente si y sélo si existen a1, as,...,qa, € K, con algin «; # 0, tales que
> ov; = 0. En caso contrario, se dice que el conjunto {vi,vs,...,v,} es linealmente
independiente.
Para estudiar si un conjunto de vectores {vy,va,...,v,} es linealmente dependiente o inde-
pendiente, se plantea la ecuacién
n
Z a; Vi = 0
i=1

y se estudian sus soluciones. Si admite alguna solucién no nula el conjunto de vectores es
linealmente dependiente, y si s6lo admite la solucién nula es linealmente independiente.

Ejemplos

1. En R*, los vectores vi = (1,0,—1,2), vo = (1,1,0,1) y v3 = (2,1,—1,1) son linealmente
independientes, pues

a+pB+2y=0

64+ v=0
—o — v=0
2+ 03+ v=0

avy + fve+9vy =0 = —a=03=v=0

2. En R*, los vectores v1, va, y v3, del ejemplo anterior, y v4 = (1,0, —1,4) son linealmente
dependientes, pues

a+pf+2y+ 6=0 a= -2t
B+ =0 =t
pu— R
avi + fBve+yvy3+ vy =0 = —a y— 5=0 — y=t , b€
20+ B+ y+45=0 §=t
que admite soluciones no nulas. Por ejemplo, para t = —1, 2vy +vo — vy — vy = 0.

2.8 Propiedades

En un espacio vectorial V' se cumplen las siguientes propiedades:
1. {v} linealmente dependiente <= v =0
2. 0 € A CV = A es linealmente dependiente
3. {u, v} linealmente dependiente <= u = Av (son proporcionales)
4. A linealmente independiente y B C A = B es linealmente independiente
5. A linealmente dependiente y A C B = B es linealmente dependiente
6. A linealmente dependiente <= Existe v € A que es combinacion lineal de A\ {v}

7. A linealmente independiente <= No existe v € A que sea combinacién lineal de A\ {v}
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2.9 Lema

Si V' es un espacio vectorial y A = {vq,...,v,,} C V, entonces

L(A) = {i (S AN TS K}

es un subespacio vectorial de V', que se llama subespacio generado por A. El conjunto A se
llama sistema de generadores de L(A).
Demostracién: Siu= ", a;v; € L(A), v=> " Bivi€ L(A), y A\, u € K, entonces

m

X+ pv = (A + pfBi)vi € L(A)
i=1

Ejemplos
1.SiV=Ry A= {v; =(1,0,1),vo = (1,1,—1)}, entonces
LA ={v=avi+pvy: a,feR}={v=(a+05,0,a—0) : a,f € R}

Las ecuaciones

r=a+p
y=p ; a,ER
z=a—0

se llaman ecuaciones paramétricas de L(A). Las ecuaciones paramétricas son utiles
para obtener, ddndo valores reales a los parametros o y (3, los diferentes vectores de L(A).
Asi, por ejemplo, para @« = 2 y = —1 se obtiene el vector v = (1,—1,3) € L(A).
Eliminando parametros en las ecuaciones paramétricas, se obtiene:

r—2y—z=20

que se llaman ecuaciones implicitas de L(A) (en este caso sélo una). Las ecuaciones
implicitas son ttiles para comprobar si un determinado vector pertenece a L(A) (el vector
debe verificar todas las ecuaciones). Por ejemplo, el vector (3,1,1) € L(A) pues 3—2-1—1 =
0, y el vector (—1,2,1) ¢ L(A), pues =1 —2-2—1#0.

2. En R, las ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio generado por

A= {Vl = (17 _1a ]-7 _1)7V2 = (172a _1’3)}

son
.21?12054-5
Tog=—a+20 xr1 — 229 —3x3 =10
r3=a—0 v fER :>{x1—2x3—x4:0
x4:—a+3ﬁ

2.10 Propiedades

Si Ay B son dos subconjuntos finitos de un espacio vectorial V', entonces:
1. AC B= L(A) C L(B).
2. AC L(B) < L(A) C L(B).
3. L(A)=L(B) <= ACL(B)y BC L(A).
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2.11 Proposicion

Sea V' un espacio vectorial y {vy,...,v,,} C V. Si v, es combinacién lineal de {vy,...,V;—1},
entonces

L{{vi,...,vin}) =L{{vi,.- o, Vin—1})

Demostracién:
(D) SiveL({vi,...,vip—1}), entonces

m—1

m—1
v = Z oV = Z a;ivi+0vy, € L{vi,...,Vin})
=1 =1

(C) Sea vy, = ' Bivi. Siv € L({v1,...,Vim}), entonces

m—1

m m—1 m—1
VvV = Zaivi = Z Vi + Qup Z ﬁivi = Z (Oéi + amﬁi)vi €L ({Vl, e ,mel})
i=1 i=1 i=1

i=1

2.12 Base de un espacio vectorial

Se llama base de un espacio vectorial (o subespacio vectorial) a cualquiera de sus sistemas de
generadores que esté formado por vectores linealmente independientes.

2.13 Teorema de la base

Todo espacio vectorial V' # {0} (o subespacio vectorial) con un sistema de generadores finito
posee al menos una base.

Demostracién: Sea A,, = {vi,..., vy} un sistema de generadores de V. Si A,, es linealmente
independiente, entonces B = A,, es una base de V. En caso contrario habrd un vector, que se
puede suponer v,,, que es combinacién lineal de los restantes, por lo que

V=L(An)=L(An-1) con Ap_1={vi,...,Vim_1}

Si A,,_1 es linealmente independiente, entonces B = A,,_1 es una base de V. En caso contrario,
se repite el razonamiento anterior hasta llegar a algin A; = {v1,...,v;} que sea linealmente
independiente y que serd la base.

El final del proceso anterior estd asegurado pues, en el peor de los casos, después de m — 1 pasos
se llegaria a A; = {v1} con vi # 0 (pues L(A;) =V # {0}), y este seria la base.

2.14 Coordenadas respecto de una base

Si B ={vi,...,v,} es una base del espacio vectorial V', entonces para todo v € V se tiene que
n
V=I1Vi+...+2xpVy = E XT;V;
i=1

Se llaman coordenadas de v respecto de la base B a la n-upla (z1,...,2,) € K", y se indica

V= (21,...,%n)p
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2.15 TUnicidad de las coordenadas

En un espacio vectorial, las coordenadas de un vector respecto de una base finita son tinicas.

Demostracién: Si B = {vy,...,v,} es una base de V, y v € V, entonces
v=(x Tp)p = D rq TV -
{ — b tIB T L=l T :Z(xi—azé)vi:0:>xi:x;,1§i§n
V= (2], T) g = D TV

i=1
yva que los vectores de B son linealmente independientes. Luego las coordenadas de cualquier
vector respecto de la base son tnicas.
2.16 Bases usuales
En cada uno de los siguientes espacios vectoriales, la base usual es la que se indica:
1. En R™,
B. = {e1 =(1,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, =(0,0,0,...,1)}
que también se llama base candnica.

2. En My xm(R), B =

1 0 0 o1 - 0 0 0 0

00 --- 0 0 o0 - 0 0 0 0
= E1: : : : 7E2: : ) 7Enm:

0 0 0 0 0 0 00 1

3. En P,(R),
B = {1,m,:1;2,...,:n"}

Siempre que no haya confusion, se suele omitir la indicacién de la base en la expresién de las
coordenadas respecto de las bases usuales.

2.17 Uso de operaciones elementales para obtencién de bases

SeaV=R"y A={vy,...,vp} CV. Sise representa también por A la matriz cuyas filas son
los vectores de A, y A, es una matriz reducida de A, entonces una base de L(A) estd formada por
los vectores correspondientes a las filas no nulas de A,.. Si la matriz reducida que se considera
es la escalonada, la base que se obtiene es la més sencilla posible.

Todo lo anterior es igualmente valido cuando V' es un espacio vectorial arbitrario con base
finita, y sus vectores vienen expresados por sus coordenadas respecto de dicha base.

Ejemplos
1. Si A={vy =(1,3,4),vo = (2,-1,1),v3 = (3,2,5),vs = (5,15,20)} C R3, entonces

1 3 4 1 3 4 1 3 4

2 -1 1 077 011
— —

3 2 5 077 0 00

5 15 20 0 00 0 0 0
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y B={u; =(1,3,4),us = (0,1,1)} es una base de L(A). Para hallar las coordenadas del
vector v = (2, —1, 1) respecto de dicha base, se procede asi:

o =2
v =au; + fuy = (2,—-1,1) = a(1,3,4) + 5(0,1,1) = < 3a+4=-1 :>{ a=2

de donde v = 2u; —7Tuy = (2, —7)p. En referencia a esta base, las ecuaciones paramétricas
e implicitas de L(A) son:

T=«
y=3a+06 ;a,fER — zx4+y—2=0
2 =4a+ 3

2. Antes de proceder a hallar una base del subespacio generado por
A={pi=1-2’pr=a—2"py=1—a,ps=1+2z—22°} C P3(R)
se expresan los vectores (polinomios) respecto de la base usual:

A - {pl - (170707_1)71)2 == (07 1707 _1)7p3 = (17 _17070)7p4 == (17 1707 _2)}

Entonces
1 0 0 -1 1 00 -1 1 00 -1
0 1 0 -1 . 010 —1 . 010 —1
1 -1 0 0 010 -1 0 00 O
1 1 0 -2 010 -1 000 O
y una base de L(A) es:

B={q =(1,0,0,-1)=1-2%q=(0,1,0,—-1) =2 — 2%}

Para hallar las coordenadas del polinomio p = —1 + 2z — 23 = (—1,2,0, —1) respecto de
dicha base, se procede asi:

o =-1
8=2 a=-—1
= (-1 —-1) =«afl -1 1,0, -1
P ( 72707 ) O[(,0,0, )+ﬂ(07 707 ):> 0:0 = 522
—a—f=-1
de donde p = —q; + 292 = (—1,2)p. En referencia a esta base, y representando un

polinomio arbitrario por p = a + bx + cx? + da3 = (a, b, ¢, d), las ecuaciones paramétricas
e implicitas de L(A) son:

a=a«
b=p ) a+b+d=0
c=0 o fER = {c—O

d=—-a—0
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3. Antes de proceder a hallar una base del subespacio generado en Mayxo(R) por A =

1 -1 00 2 =2 -3 3 -1 1
S o o) e () e (6 2 (57 5) e (501))
se expresan los vectores (matrices) respecto de la base usual:

A= Ml = (1,_1707 _1)7M2 = (0707 17 1)’M3 = (25 _2,27_2)7M4 = (_3737573)5
N M5 - (_1717371)

Entonces
1 -1 0 -1 1 -1 0 -1 1 -1 0 -1 1 -1 0 O
0 0 1 1 0O 0 1 1 0O 0 1 0 0O 0 1 0
2 -2 2 21— |0 0 2 0]—1]10 0 0 1 — |0 0 0 1
-3 3 5 3 0O 0 5 0 0O 0 0 O 0O 0 0 0
-1 1 3 1 0O 0 3 0 0O 0 0 O 0O 0 00

y una base de L(A) es B =

{N1:(1,—1,0,0):<(1) _01>,N2:(0,0,1,0):<(1) 8>,N3:(0,0,0,1):<8 ?)}

Puesto que la base se ha obtenido llegando hasta la matriz escalonada, ahora es mucho
mas facil obtener las coordenadas de una matriz respecto de ella. De esta manera

M= (?), :;) —(2,-2,3,-2) = 2N, + 3Ns — 2N3 = (2,3, ~2)5

En referencia a esta base, y representando una matriz arbitraria por

a b
M = (c d> = (a,b,c,d)

las ecuaciones paramétricas e implicitas de L(A) son:

|
Q

Iga;a,ﬁ,'yGR = a+b=0
Y

SN
I

2.18 Proposicién

Si V' # {0} es un espacio vectorial con una base formada por n vectores, entonces cualquier
conjunto de n + 1 vectores es linealmente dependiente.
Demostracién: Sea B = {vy,...,v,} una basede V'y A= {uy,...,u,,upy1} CV, con

n
u; = g aijvi = (@i1,@i2, .., Gin)g > 1 <i<n+1
j=1
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Para que una combinacién lineal de los vectores de A sea igual al vector cero, se ha de cumplir:
n+1
dicy ainag =0
1 1 1 1 n+l
s s s s D imy @iz =0
E oy = E i1 0, E Aio0;, ..., E ainoy; | =0 <= .
i=1 i=1 i=1 i=1 +1 .
n
Yoty appo =0
que es un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con n + 1 incégnitas, y tiene por tanto
infinitas soluciones (a1, a9, ..., an+1) # (0,0,...,0). Luego A es linealmente dependiente.

2.19 Teorema del cardinal o de la dimension

Todas las bases de un espacio vectorial V' # {0} tienen el mismo nimero de elementos (cardinal).
Demostracién: Sean By = {vy,...,v,} y Bs = {uy,...,u,} dos bases de V. Puesto que By
es base y B3 es linealmente independiente, m < n, y puesto que B> es base y B es linealmente
independiente, n < m. Luego m = n.

2.20 Dimensién de un espacio vectorial

Se llama dimensién de un espacio vectorial V' # {0}, que se representa por dim V', al cardinal
de una cualquiera de sus bases. La dimensién de V' = {0} es cero.

Observacion: Una base de un espacio vectorial V' # {0} de dimensién n estd formada por
cualesquiera n vectores linealmente independientes.

2.21 Teorema de extension de la base

Sea V' # {0} un espacio vectorial de dimensién n y A = {vy,...,v,} C V un conjunto li-
nealmente independiente de r < n vectores. Entonces existen {v,i1,...,v,} C V tales que
{Vi,.. ., Vp, Vpy1, ...,V } es base de V.

Demostracién: Puesto que A es linealmente independiente y su cardinal es r < n, A no
es sistema de generadores de V, luego existird v,11 € V tal que v,41 ¢ L(A). Entonces
Ay = AU{v,41} es linealmente independiente.
Sir+1 = n, A; es base. En caso contrario, se repite el proceso anterior para obtener As
linealmente independiente con r + 2 vectores, y asi sucesivamente.
2.22 Interpretaciéon geométrica de subespacios
Sean V =R"™ y S C R” es un subespacio vectorial.

1. SidimS =0, S = {0} es un punto (el origen).

2. SidimS =1, S = L({u}) es la recta que pasa por el origen con vector de direccién u.

3. Sidim S =2, S = L({u,v}) es el plano que pasa por el origen con vectores de direccién
uyv.

4. Si2 < k=dimS <n—1, S es un k-plano que pasa por el origen.
5. SidimS =n —1, S es un hiperplano que pasa por el origen.

6. Si dim.S =n, S = R" es todo el espacio.



Agueda Mata y Miguel Reyes, Dpto. de Matemdtica Aplicada, FI-UPM 12

2.23 Suma e interseccion de subespacios

Si Sy T son dos subespacios vectoriales, de un mismo espacio vectorial V', se define su inter-
seccién y suma como

SNT={veV:veSyveTl} y S+T={u+veV:ueSyveTl}

respectivamente. Los conjuntos S NT y S + T son subespacios vectoriales.

Ejemplo

Sean S = {(2,9,2) : y=0} y T = {(z,y,2) : * — 2z = 0} dos subespacios vectoriales de R3.
Los vectores de S N1 son aquellos que estan S y T, por lo que sus ecuaciones implicitas son la
union de las de ambos subespacios. Por lo tanto, las ecuaciones y una base de S N7 son

_0 r=a
{Za/;:z—o = y=0 ; a€eR = Bsar=1{(1,0,1)}
z2=«

Un sistema de generadores de S + T es la unién de una base de S con otra de T'. Puesto que
Bs ={(1,0,0),(0,0,1)} y Br ={(0,1,0),(1,0,1)}, entonces

1 00 1 00

0 01 0 1

o010 foo1 = Bgyr={ei,es,e3} = S+T=R’
1 0 1 00 0

Se puede observar que la representacién de un vector de S + T como suma de un vector de Sy
otro de T no es tnica. Por ejemplo,

u=(1,1,1)=(1,0,1) + (0,1,0) = (3,0,3) + (—2,1,—2)

siendo, en cada suma, el primer vector de S y el segundo de T

2.24 Suma directa de subespacios

Si S y T son dos subespacios vectoriales, de un mismo espacio vectorial V', se dice que S+ T es
suma directa de los subespacios S y T', que se representa por S @ T, si es Unica la expresion
de cada vector de la suma como un vector de .S mas otro de 7T'.

2.25 Caracterizacion de la suma directa

Sean S y T dos subespacios vectoriales de V. Entonces
La suma de Sy T es directa <= SNT = {0}

Demostracion:

(=) Si SNT # {0}, entonces existe v#0conv € SNT, dedonde v=v+0=0+v,yla
suma no seria directa.

(<) Siu=vi+w; = va+Wwg, entonces vi — vy = wy—wj € SNT, luego vi —vy = wa—w; =0
de donde vi = vy y w1 = wo, y la suma seria directa.
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2.26 Formula de la dimension

Sean S y T subespacios vectoriales de un espacio vectorial V' de dimensién finita. Entonces
dim(SNT)+dim(S+7T) =dim S + dimT

Demostraciéon: Sidim S =n, dimT =m, dim(SNT) =ry {vi,...,v,} es una base de SNT,
usando el teorema de extensién de la base, sean
BS:{Vla"'7v7”7v7‘+17"'7vn} Yy BT:{v17"'7VT7WT+17"‘7wm}

bases de S y T, respectivamente. Para demostrar la férmula de la dimensién, es suficiente
demostrar que
B={vi,. .., Vi, Vii1, oo, Vi, Wrg 1y e oo, Wi}

es una base de S' 4+ T'. En primer lugar, B es linealmente independiente:

Zalvz—I— Z Biw; =0 = Z Biw; = ZameSﬂT — Z ﬁjwj225jvj
j=1

j=r+1 j=r+1 i=1 j=r+l
:>§:@W—'Z:@WﬁzO:ﬁ/%20,1§j§m==>@:4%T+1§j§m
j=1 j=r+1
pues Br es base de T, y entonces
n
Zam:o = o;=0,1<:<n
i=1

pues Bg es base de S. Finalmente, B es sistema de generadores de S + 7T, puessiu € S+ T
entonces

U—Zazvz+Zﬁsz+ Z ﬁzwz—zaz“‘ﬂz v; + Z o; Vi + Z Biw;
=1

i=r+1 i=r+1 i=r+1

Ejemplo
En R* se consideran los subespacios vectoriales

S=17L({(1,0,-1,2),(0,1,1,0)}) vy T=L({(1,0,1,-1),(0,1,-1,3)})

Puesto que
10 -1 2 10 -1 2 10 -1 2
01 1 0 01 1 0 01 1 0
— —
10 1 -1 00 2 =3 00 2 =3
01 -1 3 00 2 -3 00 0 O

una base de S + T es Bg+r = {(1,0,—1,2),(0,1,1,0),(0,0,2,—3)}, y sus ecuaciones son:

1 =«

z2 =3 ,
x3=—a+F+2y
T4 =200 — 3y

a,B,veER = x14+3x9—3x3—224=0
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Usando la férmula de la dimensién, dim(SN7T) =2+ 2 — 3 = 1. Las ecuaciones implicitas de S
y T son

r1T =«
_ o =0 ) 1 —22+x3=0
T4 = 2¢x0
r1 =«
_ ) m=p _ r1—x2—23=0
T = vs=a—f o, ER = {$1_3x2+$4:0
x4:—o¢—|—3ﬁ

y las ecuaciones y base de S NT son

r1—x2+23=0 T =
201 —x4 =0 T =2 =0 To = «
1 —{ 29—y =0 = ;a0 € R= Bgnr = {(1,1,0,2)}
:L'l—:EQ—ZEg:O e =0 1'3:0
21 —3x9+24=0 37 T4 = 200

2.27 Subespacios suplementarios

Dos subespacios S y T de un espacio vectorial V' se llaman suplementariossi V =S¢ T.
SiSeT =U ¢V, sedice que S y T son suplementarios en U.
SiV=S5a¢T, entonces dimV = dim S + dim7T. Ademas,

Vi,V base de S
{ %V1+1 r\}/} base deT :>{V1’"'7VT7VT+17~--,VTL} base deV
rdly -y Vi
y también:
fvie v} basede 8 = L({v v, }) es suplementario de S
{V17"'av7“7v7“+17"'7vn} baSedeV 41y Vn p
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3 Geometria afin

3.1 Variedad o subespacio afin

Se llama variedad afin o subespacio afin de un espacio vectorial V' a cualquier conjunto de
la forma

u+S={u+v:veS}cV

con u € V y S un subespacio vectorial de V', que se llama subespacio de direcciones.
Si S =L({vi, va,...,vn}), entonces

m
u+S= {u—I—Zaivi o €K, 1§i§m} cV
i=1

Se llama dimensién del subespacio afin u + S a la dimensién del subespacio vectorial

asociado S:
dim(u+ S) = dim S

3.2 Observaciones

l.ueu+ S

2.0cu+S<—=ueS<=u+s5S=5

3. Si V =R", entonces

un punto ,s1dimS =0
una recta ,sidimS =1

u+ S es < un plano ,si2<dimS<n-—1
un hiperplano ,sidimS=n—1

el espacio V =R" [sidimS=n

3.3 Ejemplos
1. En R3, la recta que pasa por P(1,—1,0) con vector de direccién v = (1,1,1) es:
OP +L({v}) = {(z,y,2) = (1,-1,0) + a(1,1,1) : a € R}
cuyas ecuaciones paramétricas e implicitas son:

r=1+«
y=—-1l4+a ;a0acR = {
=«

rT—y=2
r—z=1

2. En R3, la recta que pasa por P(0,1,1) y Q(1,0,1) es:
OP + L ({PG}) = {(z,5.2) = (0,1,1) + a(1,~1,0) : @ € R}

cuyas ecuaciones paramétricas e implicitas son:

re=a T+
y=1-a ;a0aeR — {z—
z=1 -

— <
I
—
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3. En R?, el plano que pasa por P(1,0,0) con vectores de direccién u = (1,1,0) y v = (0,0, 1)
es:
OP + L ({u,v}) = {(z,y,2) = (1,0,0) + a(1,1,0) + 3(0,0,1) : o, 3 € R}

cuyas ecuaciones paramétricas e implicitas son:

r=14+a«a
Y=« ca,feER — z—y=1
z=p

4. En R*, el hiperplano que pasa por P;(1,0,0,0), P»(0,1,0,0), P3(0,0,1,0) y P4(0,0,0,1)
es:

—
OP, + L ({PiP;, PiP;, PP, } ) =
= {(z1,x2,23,24) = (1,0,0,0) + a(—1,1,0,0) + 8(—1,0,1,0) + y(—1,0,0,1) : o, 3,7 € R}

cuyas ecuaciones paramétricas e implicitas son:

ri=1l-a-0p-vy

T2 =0 sa,0,7vER = xi4+axe+taxzz3+trs=1
r3 =3
Ty =7

3.4 Igualdad de variedades afines

Sean V un espacio vectorial, S y T subespacios vectoriales de V', y u,v € V. Entonces

S=T

ut+S=v+T {u—veSﬁT

Demostracion:
(<) Puestoque S=T yu—-veT:

ut+S=u-v)+v+T=v+T

(=)
_ unev+T—u—-—veTl
u+S_V+T:>{ veutS—v-ucS—u-ves U vESNT
y ademas
S=-u+u+S=—-u+v+T=—-(u—Vv)+T=T
3.5 Ejemplo

Para estudiar la igualdad de las variedades afines

r1=14+« x1:2+a+[3+’y $1:—1+OA+5
) o=—a+p ) me=—a+y ) zo=—a -2
3 = 3 r3=1+5+2y r3 = —f3

ry=-1+0 Ty =[+2y ry=-1-0
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se determina un vector y un subespacio de direcciones de cada una de ellas:

uy = (1,0,0,-1)

Sa=L({(1,-1,0,0), (0,1,1,1)})

up = (2,0, 1,0)

Sp=1L({(1,-1,0,0), (1,0,1,1), (1,1,2,2)})
uc = (—1,0,0,-1)

SC =L ({(1’ 71)0’0)’ (1a *2, 717 71)})

A=uy+ 54 con {
B=ug+Sg con {
C=uc+Sc con {

En primer lugar se comprueba, hallando la matriz escalonada de la matriz asociada a sus vectores
de direccién, si coinciden los subespacios vectoriales asociados:

g _ (L 100y (1011
A=l 1 11 011 1
1 =100 1 =1 0 0 1011
Sg=11 0 1 1] —1(0o 1 1 1] —1{01 11
1 1 2 2 0 2 2 2 0000
1 -1 0 0 1 —=1 0 0 1011
ScE — —
<1 2 1 —1) <0 1 11) (0111)

Luego S =S4 = Sp = Sc =L ({v1i=(1,0,1,1), voa = (0,1,1,1)}) y las tres variedades afines
verifican la primera condicién. Para verificar la segunda se comprueba, mediante operaciones
elementales, si las diferencias entre cada dos vectores de los que definen las variedades pertenecen
al subespacio vectorial:

Vi 1 0 1 1 1 0 1 1
\'Z 0 1 1 1 01 1 1
........ e | e
uy —up -1 0 -1 -1 00 O 0
uy — ug 2 0 0 0 00 —2 -2
ug — uc 3 0 1 1 00 -2 -2

de donde uy —up € S,us —uc ¢ Syugp—uc ¢ S. Luego A =B #C.

3.6 Posicion relativa de variedades afines
Sean u+ Sy v + 7T dos variedades afines en un espacio vectorial V. Entonces, si

u+ S, se dice que u+ S estd contenida en v + 7.
v + T, se dice que v + T estd contenida en u + S.

u+Sﬂv+T:{

(u+SN(v+T)=0,y SCToTCS,sedice que u+ Sy v+ T son paralelas.

(u+S)N(v+T)=0,y S¢TyT¢gS,sedice queu+Syv+T se cruzan.

0
(u+SN(v+T)#4q u+S ,sedice queu+Syv+T secortan.
v+T
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3.7 Posiciones relativas en R? y R3

1. Sean r =u, + L ({v,}) vy s = us + L ({vs}) dos rectas del plano R%. Entonces si

rg (ve,vs) | 18 (Ve, Vs, Uy — ug) | Posicién relativa de r y s
1 1 iguales
1 2 paralelas
2 2 se cortan en un punto

2. Seanr =u, + L ({v,}) y s = us + L ({vs}) dos rectas del espacio R3. Entonces si

3.8

. EnR3, larectar = {

rg (vy,vs) | 18 (Ve, Vs, Uy — ug) | Posicién relativa de r y s
1 1 iguales
1 2 paralelas
2 2 se cortan en un punto
2 3 se cruzan

Sean r = u, + L ({v,}) y 7 = uy + L ({vs,w,}) una recta y un plano del espacio R3.

Entonces si

18 (Vp, Vi, W) | 18 (Vy, Vo, Wr, Up — Ug) Posicién relativader y «
2 2 la recta estd contenida en el plano
2 3 paralelos
3 3 se cortan en un punto

Sean 7 = u; + L ({vr,Wr}) y 0 =u, + L ({V,, Ws}) dos planos del espacio R3. Entonces

S1

18 (Vi Wi, Vo, Wo ) | 18 (Viry, Wi, Vo, Wo, U — U, ) | Posicidn relativa de 7y o
2 2 iguales
2 3 paralelos
3 3 se cortan en una recta
Ejemplos
. En R?, las rectas
== —] o = r=«a—1 e = r=«a-—1
1= y= 2T ly=a+3 371 y=3a—2

verifican: r1 || re, 11 Nr3 ={(0,1)}, y roNrs = {(3/2,11/2)}.

x
Y
en el plano me =y + 2

rﬂm:{(O,l,O)} y WlﬂﬂgE{

0
=1

corta al plano m; = y—z = 1 en un punto y esta contenida

= 1. Los planos se cortan en una recta. Mas concretamente:

T=aw
=<¢ y=1
z=0

y—z=1

y+z=1 aeR




Agueda Mata y Miguel Reyes, Dpto. de Matemdtica Aplicada, FI-UPM 5

3. En R3, las rectas

r—y=20 rea
mz{x+z:1 =4 Y=« =(0,0,1) + L ({(1,1,-1)})
z2=1—«
r—2=1 v=1%2a
7“25{ _, =qu=1 = (1,1,0)+ L({(2,0,1)})
Y zZ=«
vy = r=14+«
T3:{$+Z_4 ={ y=1+a =1,1,3)+L{(1,1,-1)})

z=3—«

verifican: r1 Nre = {(1,1,0)}, 1 y r3 son paralelas, y 7o y r3 se cruzan.

4 . _ B _ _ Tl — X9+ x4 =2
4. En R*, el hiperplano H = x1 — x4 = —1 y el plano 7 = { o1 — g+ 20y = —1 se cortan
en la recta
r1=-14«
T —wg =l To = -3+ 2«
Hnr={ z1—zo+a4=2 = 2 =(-1,-3,0,0)+ L ({(1,2,3,1)})
T3 = 3«
1 —x3 + 214 = —1
Ty =«
e = — =1
5. En R?, los planos 7 = s y mo = T2+ T3+ Ty se cruzan, pues su
r1 — x4 = —1 T3 — x4 =1

interseccién es vacia y ninguno de los subespacios de direcciones, L ({(1,0,1,1),(0,1,0,0)})
de m y L({(1,0,0,0),(0,2,—1,—1)}) de mg, esta contenido en el otro.

T, —x3=—1 T1—Xg4 =2
. En R*, los pl = = lel
6. En R*, los planos {331—364:—1 V T {xg—x4:1 son paralelos, pues su

interseccion es vacia y sus subespacios de direcciones coinciden.
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4 Aplicaciones lineales

4.1 Aplicacién lineal

Sean V'y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K (en general, R o C). Una aplicacién
f + V. — W se llama aplicacién lineal u homomorfismo si

o flu+v)=f(u)+ f(v),Vu,veV.
e f(au) =af(u), vueV, Va e K.
Estas dos condiciones son equivalentes a la tnica condicion:

flau+pv) = af(u)+Bf(v), VuveV, Va,feK

4.2 Ejemplos

1. Las siguientes aplicaciones, f : R?> — R?, son aplicaciones lineales:

(a) Homotecia: f(u) = Au, con X € R.
(b) Proyeccién: f(z,y) = (z,0).
(c) Simetria: f(z,y) = (z,—y)
2. Si A € Mpyxn(R), la aplicacién f : R® — R™ definida por f(u) = Au es una aplicacién
lineal (asociada a la matriz A). Obviamente, para que tenga sentido el producto Au, se

entiende que el vector u se escribe en columna, como se hard siempre que esté implicado
en operaciones matriciales.

1 -1
3. La aplicacién lineal asociada a la matriz A= 1 0 | es f : R? — R? definida por:
-1 2
1 -1 . T—y ¥=x-—y
flz,y) =11 0 ()z x = y=x
-1 2 y —z+ 2y 2= —x+2y

4.3 Propiedades
Si f:V— W es una aplicacién lineal, se cumple:
1. f(0)=0.
2. f(-u) = —f(u).
3. S subespacio vectorial de V= f(.5) es subespacio vectorial de W.

4. T subespacio vectorial de W == f~1(T) es subespacio vectorial de V.

4.4 Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Si f : V — W es una aplicacién lineal, se llama imagen al subespacio vectorial Im f = f(V),
y niticleo al subespacio vectorial Ker f = f~1({0}).
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4.5 Definiciones

Una aplicacién lineal (homomorfismo) se llama monomorfismo si es inyectiva, epimorfismo
si es sobreyectiva, e isomorfismo si es biyectiva. Cuando los espacios inicial y final coinci-
den, la aplicacién lineal y el isomorfismo se suelen llamar endomorfismo y automorfismo,
respectivamente.

4.6 Condicion necesaria y suficiente de monomorfismo
Sea f : V — W es una aplicacién lineal. Entonces
f es monomorfismo <= Ker f = {0}

Demostracién:
(=) Si f es inyectiva, entonces:

f(w)=0= f(u) = f(0) = u=0

luego Ker f = {0}.
(<) Inversamente, si Ker f = {0}, entonces

f)=fv)= flu-v)=0=u—-v=0=u=v
luego f es inyectiva.
4.7 Dimension del subespacio imagen
Sea f : V — W es una aplicacién lineal. Si B = {vy, va,...,v,} es una base de V, entonces
Im f=L{f(v1), f(va),...,f(vn)}) ¥, en consecuencia dimIm f < dimV

Demostracién: Siw € Im f, existe v = (z1,22,...,2,)5 € V tal que

w=f(v)=f (Z ﬂﬁivi) = inf (vi)
i=1 i=1
luego w € L({f(v1), f(va),..., f(vyn)}). Inversamente, si w € L ({f(v1), f(v2),...,f(Vva)}),

entonces
n n n
w = Zaif(vi) =f (Zaiw) y V= Z%‘Vz' eV
i=1 i=1

=1

luego w € Im f.

4.8 Determinacion de una aplicacion lineal

Si B = {vi, va,...,Vv,} es una base de V' y {w1, wa,...,w,} son n vectores cualesquiera de
W, entonces existe una tUnica aplicacién lineal f : V — W tal que

fvi)=w; ,paral <i<n



Agueda Mata y Miguel Reyes, Dpto. de Matemdtica Aplicada, FI-UPM 3

Demostracién: Para cada v =", z;v; € V se define

f(V) = Z TiW;
i=1

Es facil ver que f es aplicacién lineal y que f(v;) = w;, para 1 < i < n. Ademds es tnica, pues
sig : V. — W verifica la misma condicién, entonces

g(v)=g (Z inVz') = mig(vi) =Y wmiw; = f(v)
i=1 i=1 i=1

4.9 Observaciones

Si f : R™ — R™ viene definida por f(u) = Au, A € M,,x»(R), entonces
e Ker f son las soluciones del sistema homogéneo Au = 0.

e Si B={ey, e2,...,e,} es la base candénica de R", entonces

Im f = L({f(e1), f(e2),..., f(en)}) = L({e1, €2,..., €n})

donde c¢; es la columna i-ésima de la matriz A.

4.10 Ejemplo

1 0 1
Si f : R? — R? es la aplicacién lineal asociada a la matriz A= [0 1 0 |, entonces
1 11

Im f =L ({(1,0,1),(0,1,1),(1,0,1)}) = L ({(1,0,1),(0,1,1)})
Kerf={u: Au=0}=L({(1,0,-1)})

ya que
101 101 =\
01 0]—(010]=<{y=0 , A eR
111 000 2= -\

4.11 Matriz de una aplicacion lineal

Como se ha visto, una aplicacién lineal f : V — W queda univocamente determinada por las
imégenes de los elementos de una base By = {v1, vo,...,v,} de V. Si By = {wy, wo,..., Wy, }
es una base de W, y

m
f(Vj):ZaijWi , 1<j<n
i=1
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entonces la imagen de cualquier u = (z1,22,...,2,)p, € V, expresada en la base By de W, es
n n n m m n
Fa)=F D apvy | =D aif(vi) =D a ) aywi=) aijzj | Wi
j=1 j=1 j=1 =1 i=1 \j=1
n . .
Zj:l 15T ajp a2 - Qlp 1
n
Do a2 a1 G2 - a2 T2
=1"43%) n
= = =1 . . . . | = Au
n
Zj:l Amj Ly Aml am2 " Gmn In

donde las columnas de la matriz A € M,,«,(R), llamada matriz de la aplicacién respecto
de las bases By y Byy, son las coordenadas en la base By de las imagenes de los vectores de la
base By. Se suele indicar A = M (f, By, Bwy).

Fijadas las bases By y By, a cada aplicacion lineal le corresponde una matriz y viceversa.

En el caso particular de que V. = W y que la base B en ambos es la misma, se indica simplemente

A= M(f,B).

4.12 Ejemplo

La expresién matricial de la aplicacién lineal f : R* — R? definida, respecto de las bases
candnicas, por
f (':Ula €r2,T3, CC4) = (.Tl + Ty4,T1 + x9 + xr3,T1 + 29 + .%'3)

es
100 1\ ("
{5
flay ez, e3,00) = |1 11 0) {7
1110 3
T4
Para hallar el nicleo, se resuelve el sistema:
Tl — «
_ _ r1+24=0 T9 = f3
f<u)_Au_0:>{$1+xg+x3:0 — x3=—0— 3 , o, fER
Ty =—«

de donde Ker f = {(1,0,—1,—1),(0,1,—1,0)}. La imagen es

Im f =4{(1,1,1),(0,1,1),(0,1,1),(1,0,0)} = {(1,0,0),(0,1,1)}

4.13 Dimensiones de la imagen y el ntcleo
Si f:V — W es una aplicacion lineal, entonces

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim V'
Demostracién: Sean dimV =n, dim(Ker f) =r <n,y

By ={vi,...,v,} una base del Ker f

B={vi,...,V,,Vy41,...,V,} una base de V

Entonces By = {f(vy4+1),..., f(vn)} es una base de Im f, ya que
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e B es un sistema de generadores:

welmf=w=f(v) conV:inviEV
i=1

—w=f(v (Z%W) =Y wif(vi)= Y wif(vi)
i=1

i=r+1

e B es linealmente independiente:

Zn: aif(v) = (Z alvz>—02 Z a;v; € Ker f = Z Oész—Z (—a) v

i=r+1 1=r+1 1=r+1 1=r+1 =1

n
:>Zain‘:0:>Oéz‘=0, 1<i<n=0a;=0, r+1<:<n
i=1

Por lo tanto dim(Ker f) + dim(Im f) = dim V.

4.14 Rango de una aplicacién lineal

Si A es la matriz asociada a una aplicacién lineal f : V — W, respecto de las bases By y By,
entonces, puesto que el nicleo es el espacio de soluciones del sistema Au = 0, se ha de cumplir
que

dim(Ker f) =dimV —rg A = dim(Im f) =rg A

Luego el rango de cualquier matriz asociada a f (respecto de bases cualesquiera), que se llama
rango de la aplicacion lineal, ha de ser constante e igual a la dimension de la imagen.
4.15 Proposicion

Sif:V — W es una aplicacion lineal con dimV = dim W = n < oo, entonces
f es isomorfismo <= f es monomorfismo <= f es epimorfismo
Demostracién:

f es epimorfismo <= dim(Im f) = dim W = n <= dim(Ker f) = 0 <= f es monomorfismo

4.16 Composicion de aplicaciones lineales

Sif:U—Vyg:V — W son aplicaciones lineales, entonces go f : U — W es aplicacién
lineal, y

M(gofaBUvBW) = M(ngV7BW) 'M(vaUaBV)
Demostracién: Sean A = M (g o f,By,Bw), B = M(9,By,Bw) y C = M(f,By,By).

Entonces

(9o f)(up,) =g(f(up,)) =g ((Cu)Bv> — (BCu),, — A= BC
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4.17 Ejemplo
Sif:R?—R3yg:R>— R? vienen definidas por

1 -1

10 1\ ("
f(xay) = 0 -1 <x> g(x,y,Z) = < > )
1 Y 01 0 .

respecto de las bases canénicas, entonces go f : R2 — R?y fog : R? — R3 vienen definidas
por

1 01 B x 0 0 x 0
=63 (8 )06 20
1 -1 10 1 T 1 -1 1 T r—y+z
foglz,y,z) = 0 -1 (0 1 0) yl=(0 -1 0 y| = -y
-1 1 z -1 1 -1 z —x+y—=z

respecto de las bases candnicas.

4.18 Matriz de un cambio de base

Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sean
!/ / /
B={vy,...,v,} y B:{vl,...,vn}

dos bases de V. La aplicacion que hace corresponder a cada vector u € V' en la base B el mismo
vector expresado en la base B’ es la apl8icacién identidad:

Id:vE —v¥F
uB—>uB/:AuB

donde A € M, xn(R) es la matriz cuya columna i-ésima es la imagen de v;, es decir las coorde-
nadas de v; en la base B'.

Puesto que esta aplicacién es un isomorfismo, rg A = n y la matriz A es regular. Su inversa A~!
es la que pasa de las coordenadas respecto de B’ a las coordenadas respecto de B. Resumiendo:

A:M(IdevB/):(<V1)B’7---a(vn>3’) y Aup=up
A :M(IdaBlvB) = ((Vll)Bw"ﬂ(vl)B) y A_luB/ = up

4.19 Ejemplo

Si en R? se considera la base canénica B. = {e},es,e3} y la base
B={v1=(1,0,—-1),vo=(0,1,2),vs = (1,1,0)}

entonces

1
A=M(Id,B,B,)= | 0
-1

y up, = Aup

N = O
(= S
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De esta manera, si u = (3,2, —1) g, entonces

1 01 3 2
ug, =0 1 1|[2]|=]1
-1 2 0 -1 1
es decir u = (2,1,1)p, = (2,1,1). Ademas:
2 -2 1
A'=MUId,B.,B)=1 -1 1 y up=A"lup,
-1 2 -1

de donde e] = (2, 1,—1)3, €y — (1, —1, 1)3 y e3 = (—1,2,—1)3.

4.20 Cambios de base en una aplicacién lineal

Sea f : V — W una aplicacién lineal cuya matriz, respecto de las bases By en V' y By en
W, es A. ;Cudl es la matriz de f respecto de nuevas bases B{, en V' y By, en W?

Sean P = M(Idy,B{,,By) y Q = M(Idw, By, By) las matrices del cambio de base en V' y
W, respectivamente. Observando el diagrama

vBv A wBw

- e
VB(/ C WB{/V

se deduce que
C=M (fa B{/vB{/V) = Q_lAP
4.21 Ejemplo

Sea f : R® — R3 la aplicacién lineal que respecto de la base canénica B, tiene asociada la
matriz

1 0 2 1 0 2 T
A=M(f,B.,B.)=M (f,B.)=1|1 —1 3], esdecir f(z,y,2)=|(1 -1 3 Yy
1 1 1 1 1 1 z

1. ;Cudl es la matriz de f respecto de la base
B={vy=(1,0,—-1),vo=(0,1,2),vs = (1,1,0)} ?

Se construye el diagrama

A

3\ B 3\B¢
(R%)Pe ——— (R?) 1 01
TP lp—l donde P =M (Id,B,B.) = 0 11
-1 2 0

(R?’)B ¢ (]R?’)B

y entonces

2
C=M(f,B,B)y=M(f,By=P'AP=(1 2 3
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es decir, que si u = (z,y, z) g entonces su imagen, también expresada en la base B, es

2. (Cual es la matriz de f respecto de la base B en el espacio inicial y la base candnica en el
espacio final? Siendo I la matriz identidad, el nuevo diagrama, y la matriz buscada, son
R)P Lo (R 1

Tp ll de donde D = M(f,B,B,) =IAP = AP = [ -2
0

W Ut
O =

(RS)B D (RS)BC
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5 Diagonalizacion de endomorfismos

5.1 Endomorfismo

Se llama endomorfismo a una aplicacion lineal f : V — V de un espacio vectorial V' en si
mismo.

5.2 Cambio de base en un endomorfismo

Sea V un espacio vectorial y f : V — V un endomorfismo cuya matriz respecto de la base B
(lo usual, en endomorfismos, es considerar la misma base en los espacios inicial y final) es A, es
decir:

f(u) = Au donde A= M(f,B,B)=M(f,B)

. Cuél es la matriz de f respecto de otra base B'? Si P = M(Id, B’, B) es la matriz del cambio
de base de B’ a B, es decir la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores de B’
en la base B, entonces

VB A vB

TP lp_l de donde C = M(f,B') =P 'AP

VB’ c VB’

y f(u) = Cu respecto de la base B'.

5.3 Endomorfismo o matriz diagonalizable

Un endomorfismo f sobre un espacio vectorial real V es diagonalizable si existe una base
B* respecto de la cudl su matriz D = M(f, B*) es diagonal, es decir si existe B* = {vi,...,v,}
vy {1, ..., A} C R tales que f(v;) = vy, 1 <i<n.
Identificando el endomorfismo con su matriz real asociada, una matriz cuadrada A € M, (R)
se dice diagonalizable si existe una matriz regular P € M,;,»,(R) tal que D = P~ 1AP es
diagonal.

Nota: Aunque aqui sélo se consideran espacios vectoriales y matrices reales, con lo que se
obtienen diagonalizaciones reales, todo lo que se diga es igualmente cierto para otro cuerpo K,
con lo que se obtienen diagonalizaciones en K.

5.4 Autovalores y autovectores

Sea A la matriz asociada a un endomorfismo f sobre el espacio vectorial real V' de dimensién n.
Se dice que A € R es autovalor si existe un vector v # 0, que se llamara autovector, tal que
f(v) = Av = Av. Puesto que

Av= ) v (A-A)v=0

que es un sistema homogéneo, la existencia del vector no nulo (solucién no nula del sistema
homogéneo) viene garantizada si

rg(A— M) <n lo que equivale a que |A—XI|=0
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Por lo tanto, los autovalores de la matriz A (o endomorfismo asociado) son las raices reales del
polinomio caracteristico P(\) = |A — M| = 0, y los autovectores asociados son los vectores
no nulos del ntcleo de la aplicacién asociada a la matriz A — AI.

Se llama espectro de A, que se representa por o(A), al conjunto de todos sus autovalores, y
subespacio propio asociado al autovalor A a todos sus autovectores asociados mas el vector

nulo, es decir a
SA)={v:(A—-A)v=0}=Ker(A— )

5.5 Ejemplo

0 0 1
Sea f : R?® — R3 el endomorfismo asociado a la matriz A= | —4 2 2|, respecto de la base
-2 0 3
canonica. El polinomio caracteristico, y sus raices, son
- 0 1
PO)=|A-A|=|-4 22 2 |=—(A—220—-1)=0—{ A= Lconm{l)=1
9 0 3-2» A =2, conm(2) =2

donde m()) indica la multiplicidad del autovalor A. El espectro es o(A) = {1,2}.
Los subespacios propios asociados a estos autovalores son:

—1 0 1\ [z
SA)=Ker(A-I=<v:[-4 1 2||[y] =0 :{v; AT }:L({(1,2,1)})
-2 0 2/ \» y-22=0
-2 0 1\ [=
S2)=Ker(A—-2[)=<v:|—-4 0 2 y|=0p={v:2x—2=0}
-2 0 1 z

=1L ({(1707 2), (07 L, 0)})
Es facil comprobar que los autovectores vi = (1,2,1) € S(1), va = (1,0,2) € S(2), y v3 =

(0,1,0) € S(2) forman base. Puesto que f(vi) = vi, f(v2) = 2v1 y f(v3) = 2v3, la matriz
respecto de esta base B = {v1,va,v3} es

D=M(f,B) =

o O =
o N O
N OO

que es diagonal, luego el endomorfismo f y la matriz A son diagonalizables. Para relacionar las
matrices A y D se recurre al diagrama:

3\ B, A 3\Be¢
(R?)Pe —— (R?) 110
TP lp—l donde P:M(IdanBC): 2 0 1
1 20

D

(RB)B (RS)B

Es facil comprobar la relacién D = P~ AP.
Es inmediato de las definiciones la siguiente caracterizacion:
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5.6 Caracterizacién de endomorfismo diagonalizable

Un endomorfismo f sobre un espacio vectorial real V', de dimensién n, es diagonalizable si y
sélo si existen n autovalores reales (algunos de ellos pueden ser iguales) y una base formada por
autovectores.

5.7 Independencia de autovectores asociados a distintos autovalores

Autovectores asociados a autovalores distintos son linealmente independientes.
Demostracién: Sea f un endomorfismo sobre V, y u y v autovectores asociados, respectiva-
mente, a los autovalores A\ y p, A # u. Entonces

flau+pv) = f(0)=0 alu+ Buv =0
AMau+pv) =0 alu+ fAv =0

= 0A—p)v=0=p=0=a=0

au+ﬂv:0:>{

Luego u y v son linealmente independientes.

5.8 Algoritmo de diagonalizacién

Sea f el endomorfismo sobre V asociado a la matriz A. El algoritmo que hay que seguir para
diagonalizar es:

e Se resuelve la ecuacion P(\) = |A— AI| = 0. Si alguna de sus raices no es real, el
endomorfismo no es diagonalizable.

e Para cada autovalor A € o(A) se halla su subespacio propio S(A) = Ker(A — AI), compro-
bando que
dim S(A) = m(\) (multiplicidad de \)

Si algtin autovalor no verifica lo anterior, el endomorfismo no es diagonalizable.

e La base respecto de la que el endomorfismo es diagonal es la formada por la unién de todas
las bases de los subespacios propios, y la matriz diagonal es aquella cuyos elementos son,
y en el mismo orden, los autovalores asociados a cada autovector de la base.

5.9 Propiedades

1. El polinomio caracteristico de un endomorfismo, respecto de cualquier base, es siempre el
mismo.
Demostracion: Si A y C' son las matrices de un endomorfismo f respecto de dos bases
distintas, estan relacionadas por la matriz del cambio de base por una relacién del tipo
C = P~'AP. Entonces:

|C = M| =|P'AP - MNP 'P| = |P"Y (A= X)P| = |P7'|-|[A—XI|-|P| = |A— X
pues ‘P‘l‘ =|pI"t

2. La suma de todos los autovalores de una matriz, contando cada uno de ellos tantas veces
como indica su multiplicidad, es igual a su traza.
Demostracién: Sean Ai,...,\, los n autovalores de una matriz cuadrada A = (a;;) de
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dimensién n. Puesto que los autovalores son las raices del polinomio caracteristico, se tiene
que
A= M| =(a11—=A) ... (ann —A) + Pra(N) =AM = A) ..o (A = A)

donde P,_2(\) es un polinomio de grado menor o igual que n — 2 en A. Igualando los
coeficientes de grado n — 1, en cada una de las dos expresiones anteriores, se obtiene:

()" a4 ... Fan) = (D" T+ 4 M)

de donde
M+ ...+ Ay =ai1+ ...+ apy = traza(A)

3. El producto de todos los autovalores de una matriz, contando cada uno de ellos tantas
veces como indica su multiplicidad, es igual a su determinante.
Demostracién: Sean Aq,...,\, los n autovalores de una matriz cuadrada A = (a;;) de
dimensién n. Entonces

A= M| =M —A) o (A — A)

Haciendo A = 0 en la expresién anterior, se obtiene:

A=A A

5.10 Consecuencias inmediatas de las propiedades anteriores

e Los autovalores de un endomorfismo son los mismos respecto de cualquier base.

e Cualquier matriz de un endomorfismo, respecto de cualquier base, tiene la misma traza y
el mismo determinante.

e Una matriz es singular si y sélo si A = 0 es autovalor.
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6 Espacios euclideos

6.1 Producto escalar. Espacio euclideo
Se llama producto escalar sobre un espacio vectorial real V' a cualquier aplicacion
<> VxV-—R
(u,v) —<u,v>
que verifica las siguientes propiedades:
e Conmutativa: <u,v>=<v,u>,Vu,veV.

<WAV A+ pw>= A <u,v> +pu <u,w>

<AVH4+pw u>= A <v,u> +p <w,u> ’ Vo, v,weV, VA peR

e Bilineal: {

<u,u>>0, YueV

e Definida positiva: { <u,u>=0<u=0

Un espacio vectorial con un producto escalar definido sobre €l se llama espacio euclideo.

6.2 Ejemplos

1. Siu = (21,...,20) y v = (y1,...,Yn) son dos vectores de R" en la base canénica, el
producto

n
<u,v>= Z Z;Yi
=1

es un producto escalar, que se llama producto usual y se representa, simplemente, por
u-v.

2. En R2, es un producto escalar:

u,v—u12v—x1y112y2

11\ ] 11
e Conmutativo: <u,v>=<u,v>'= {ut (1 2) v} =v! (1 2) u=<v,u>.

ya que es:

e Bilineal: <u, \v + pw >=u’ <1 ;) AWV 4+ puw) =X <u,v> +pu <u,w>, y por la
propiedad conmutativa se verifica también en la primera variable.

e Definido positivo: Si u = (z,9), < w,u >= (v +y)? +y?> > 0, y es cero sélo si
z=y=0.

Por el contrario, la aplicacion:

1 1
_ ot
<u,v>=u (1 _1>v

no es un producto escalar. Es bilineal y conmutativo pero no es definido positivo pues,
por ejemplo, < (0,1),(0,1)>= —1 < 0.



Agueda Mata y Miguel Reyes, Dpto. de Matemdtica Aplicada, FI-UPM 2

3. En R" la aplicacién definida por
<u,v>=u‘dv

con A € My,xn(R) simétrica (A = A?) es siempre conmutativo y bilineal, por lo que serd
un producto escalar si es definido positivo.

6.3 Matriz de Gram de un producto escalar

Sea V un espacio vectorial real de dimensiéon n, B = {vi,...,v,} una base, y < u,v > un
producto escalar sobre V. Entonces, si u = (z1,%2,...,2,)B Y V= (Y1,%2, -, Yn)B,

n n n n n n
<u,v> :<invi,2ijj >= le <vi,Zijj >= ZIZ Zyj <V5, V>
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

D=1 Yj <V1, V>

Z?:l Y <V2,Vj >
:(xl x2 ... :L‘n) .
n
<viy,vi> <vi,ve> - V], Vp > Y1
<va, V1> <Vg,Vvg> - <V9,Vp> Y2
:(331 Tro - :L'n) .
<Vp,Vi> <Vp,Vg> --- <Vp,Vp> Yn
de donde
<vi,vi> <vi,vg> - V], Vp>
¢ <vo,vi> <Vvo,Vo> .- <Vo,Vy>
<u,v>=u'Gv con G=
<Vp, V1> <Vp, Vo> - <Vp, V>

que se llama matriz de Gram del producto escalar respecto de la base B.

6.4 Ejemplo

En R", la matriz de Gram del producto escalar usual, respecto de la base canénica, es la matriz
identidad:

1 0 O Y1
n
u:(wl,wg,...,.’ljn) 0 1 0 Yo
—u-v= Ty = (v1 12 -+ =
v:(y17y2>"-7yn) } zz; iYi (1 2 n) .
0 0 1 Yn

6.5 Matrices de Gram respecto de bases distintas

Sea V un espacio vectorial euclideo, y sean G y G’ las matrices de Gram de su producto escalar
respecto de las bases B y B’, respectivamente, es decir:

<u,v>=uhGvp =uhG'vp
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Si P = M(B’, B) es la matriz del cambio de base de B’ a B, entonces:

up = PuB/

} —=<u,v>=uhGvy = (ul PG (Pvp) = ul (P'GP)vp = ulG'vy
v = Pvp

Luego G' = P'GP.

6.6 Propiedades de la matriz de Gram

Si G = (aij) € Mpxn(R) es la matriz de Gram de un producto escalar, entonces
e G es simétrica (G =G'), y
e a; >0,paral <i<n,

por las propiedades conmutativa y definida positiva, respectivamente.

6.7 Normas, angulos y distancias

Sea V un espacio euclideo, y sea <-,-> su producto escalar. Se llama norma, o longitud, del
vectoru eV a

lu = v<uus
Se llama angulo que forman los vectores u,v € V a

<u,v>

[l - ffafl*

(u,v) = arccos con 0 < (u,v) < 180°,

que estd bien definido, pues
[u+Av|> =<u+Av,u+Av>=[[v|* A2+ 2 <u,v> A+ [[uf|* > 0

para cualesquiera u,v € V, y si la ecuaciéon que se ha obtenido, de segundo grado en A, es
siempre mayor o igual que cero, entonces su discriminante serd menor o igual que cero:

A=4<uv>? 4l v]® <0 = <u,v>2< [ul? v

de donde se obtiene que:

|<u,v>| <|ul-|v] (desigualdad de Schwarz)
La distancia entre los vectores u,v € V se define como d(u,v) = [ju —v||.
6.8 Ejemplo
La norma usual de R", inducida por el producto usual, de u = (x1,...,z,) € R" es
Jul[ =
y el dngulo que forman u = (z1,...,2,),v = (y1,...,Yn) € R" es

Z?:l Lili

\/Z:‘L:I 3%2 \/ZL %2

(u,v) = arccos
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que estd bien definido, pues

Zm? ny (desigualdad de Schwarz)

i=1

iYi| <

La distancia entre u = (z1,...,Zn) ¥y V= (Y1,...,Yn) €

Z(%‘ —¥i)?

i=1

d(u,v) =

6.9 Vector unitario, vector normalizado y vectores ortogonales

Sea V un espacio euclideo, y sea < -,- > su producto escalar. Se llama vector unitario a
cualquier vector de norma uno. Si u # 0 entonces ”—EH es un vector unitario:

1/2
u u 1/2 1 1/2 HuH2 /
=< 77> = — <u,u> - =
2 2
[[al[” [[ull [uf [[ul]

que se llama vector normalizado de u.
Dos vectores no nulos u y v se llaman ortogonales si <u,v>= 0, es decir si (u,v) = 90°.

u

[[ull

6.10 Ejemplos
1. Sean u = (1,2) y v = (3,4) vectores de R?, con el producto usual. Puesto que |u|| = /5

y ||v]] = 5, ninguno de ellos es unitario, siendo ||uH ( NG \[> el vector normalizado de

u. Ademads no son ortogonales, pues u - v = 11, siendo (1, v) = arccos %

2. En R? con el producto usual, los vectores normalizados de los siguientes son los que se
indican:
u 1 1
T — = 05 = 0)
[[all (ﬁ V2
1 1

v=(0,1,0,1) = |v| = \[:>H I <’2’ \/i)

11 -1
19797 9

Los vectores u 'y v son ortogonales pues u - v = 0, mientras que u y w no lo son, pues
u-w =2, siendo (a0, w) = arccos f = 45°.

u=(1,0,1,0) = Jju|=v2—

DN |

w=(111-1)= |w|=2 — — :(

[wl|

6.11 Bases ortogonales y ortonormales

Un conjunto de vectores no nulos, de un espacio vectorial euclideo V, se llama ortogonal si
son ortogonales dos a dos. Si ademads todos son unitarios, el conjunto se llama ortonormal.
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Es decir:
<u;,u;>=0 ara i % j
{uy,...,u;} es ortogonal < v P 7 »7_
[ui| #0 ,paral <i<m
<u;,u;>=0 ara i # j
{uy,...,u,,} es ortonormal <= v P # J_
il =1 ,paral <i<m
Es claro que:
up U,

{ug,...,un} ortogona1=>{ . } ortonormal

a7 [

Una base ortogonal es una base formada por un conjunto ortogonal, y una base ortonormal
es una base formada por un conjunto ortonormal. Es ficil observar que:

e La matriz de Gram de un producto escalar respecto de una base ortogonal es una matriz
diagonal.

e La matriz de Gram de un producto escalar respecto de una base ortonormal es la matriz

identidad. Por lo tanto: <u,v>= u‘Iv = u'v.

6.12 Independencia lineal de vectores ortogonales

Todo conjunto ortogonal de vectores es linealmente independiente.
Demostracién: Sea {uj,...,u,} un conjunto ortogonal de vectores en el espacio vectorial
eculideo V. Si aquy + ... 4+ apu,, = 0, entonces:

m m
0 :<ui,0>:<ui,Zajuj >= Zozj <u;,u;>=q; ||ul||2 — o; =0
j=1 j=1

para cada 0 < ¢ < m. Luego {uy,...,u,} es linealmente independiente.

6.13 Ejemplo
En R3, el conjunto de vectores
{ul = (17 170)7 uz = (17 _170)7 us = (0703 1)}

es linealmente independiente, pues uj -us = u;-u3 = ug-us = 0, luego forma una base ortogonal.
Una base ortonormal es

{ up ( 1 1 0) U ( 1 -1 0)
V] = =\ 7= Y= , V2 = =\ 7= = , V3 =
fwl  \v2' V2 luafl - \v2" V2

6.14 Proceso de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt

us
= (0,0, 1)}
Jus]

Si {v1,...,Vm} son vectores linealmente independientes en el espacio vectorial euclideo V', en-
tonces existen vectores {uy,...,u,} ortogonales tales que

L{{vi,...,vi})=L{uy,...,u;}) , 1<i<m

El método para conseguir este conjunto ortogonal, llamado proceso de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt, es el siguiente:
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e En primer lugar, se elige u; = v;.

e Ahora se elige uy = vo + as1uy con la condicién de que < ug,u; >= 0, para lo que se
necesita que

— <vg,uj >
<ug,u; >=<vy,u; > +ag; <up,u; >=0= a9 = W
up
Por lo tanto
<Vvg,uj >
U = Vo — 72111
[ ||

e A continuacién se elige ug = v3 + azju; + agous con la condicién de que < ug,u; >=
=<ug, us >= 0, para lo que se necesita que

— <vsg,ui; >
<usg,u;> =<vz,u; > +az; <u,u; > +0=0= a3 = W
up
— <vg,ug>
<ug,ug> =<vz,u2> 40+ age <ug,us>=0=— agy = W
u2
Por lo tanto <vs > <vs >
us3 = vy — 2 u; — 2 U
[y | [[uz|
e Y asi sucesivamente, se obtiene:
k—1
<Vg,u;>
Ui = Vi — Z Tz W
j=1 Hu]H

para 2 < k < m.

Para obtener una base ortonormal, se aplica el proceso de normalizacién después de aplicar
Gram-Schmidt:

Gram-Schmidt Normalizacién

Base Base ortogonal Base ortonormal

6.15 Ejemplo

Sea S el subespacio de R* generado por el conjunto de vectores
B={v;=(1,1,0,0), vo = (1,-1,1,1), v = (—1,0,2,1)}
que es linealmente independiente (es una base de S). Aplicando el proceso de Gram-Schmidt:

u; =Vvy = (1’ 17070)

U = Vg — 2u1 Vo — —Up] = (1,—1,1,1)
[ | 2
V3 - up vV3-u -1 2 < 1.1 3 1)
us = v3 — - 2 2=V3— -u——-u=|—Ll1l,5,2
[ud |l [uz| 2 4 2
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Una base ortogonal de S es
31
BOTG — {U]_ - (17 1)0)0)7 U2 = (17 _17 17 1)) u3 = <_17 17 57 2)}
y una base ortonormal:
u 1 1 us 1 -1 1 1)
B = W1 = = 7775050 y W2 = = a9 a Yada |0
o { ] < 2 V2 > ] <2 27272

_ou _ (=V2 V2 V2 V2
W= 7373

[[us |

6.16 Coordenadas de un vector respecto de una base ortonormal

Si B ={ey,...,e,} es una base ortonormal de un espacio vectorial euclideo V', entonces:
n
v = Z <v,ei>e = (<v,e1>,...,<v,e,>)p
i=1
6.17 Subespacios ortogonales. Complementario ortogonal

Dos subespacios vectoriales S y 1" de un espacio vectorial euclideo V' se llaman subespacios
ortogonales, que se indica S L T, si <u,v>=0,Yue SyVveTl.
Se llama complementario ortogonal de S al subespacio vectorial

St={veV:<uv>=0,Yue S}

6.18 Ejemplo

En R%, con el producto usual, el complementario ortogonal del subespacio
S=L{u =(1,-1,0,1), ug = (1,1,1,0)})
es el subespacio:

St = {VER4 t<u, v>=0, VuES’} ={v = (21, m2, 23, 14) : <up,v>=<uy,v>=0} =
Il =«
— +x24=0 To =0
= R, 12 = R?* :
{VE 1+ 22+23=0 Ve r3=—a—[
$4:—OJ+B

7a7IBER =

=L({vi=(1,0,-1,-1), vo = (0,1,-1,1)})

6.19 Teorema
Si S es un subespacio vectorial del espacio vectorial euclideo V', se cumple que
V=S®S*t

Como consecuencia: dim S + dim S+ = dim V.
Demostracion:
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e SNSt={0k
ueSNSt =<uu>=uf’=0=u=0
e S+ S8t=V:
— Si S = {0}, entonces S+ =V y el resultado es evidente.
— Si § # {0}, se amplia una base ortogonal {vi,...,vi} de S a una base ortogonal
{Vi,. o, Vi, Vkt+1,...,Vn} de V| y entonces cualquier vector u € V' se puede expresar
como

n k n
u:Z:pivi:Z:civiJerivi:v—kw convESwaSL
i=1 i=1 i=k-+1

6.20 Proyecciones

Si .S un subespacio vectorial del espacio vectorial euclideo V', cada vector u € V' se descompone
de forma tnica como suma de un vector de S y otro de S+, que se llaman, respectivamente,
proyeccién de u sobre S y sobre S, y se representan:

S =
u=v+w con { Ve :>{ V= proysu y U= Pproygu-+ proyg. u

we St W = pProygi u

Se define el angulo que forman un vector u € V con un un subespacio S como el dngulo que
forma con su proyeccién, es decir:

— — <u, proygu>
(u,S) = (u,proyg u) = arccos :
’ [al| - [[proy s ul|

y la distancia entre ellos como la norma de su proyeccién sobre St es decir:

d(u, 5) = [[proy s+ ul| = [ju — proy g ul

6.21 Calculo de la proyeccion

Sea S un subespacio vectorial del espacio vectorial euclideo V. Para hallar la proyeccién de un
vector u € V sobre S se puede proceder, segiin el caso, de cualquiera de las siguientes formas:

e Siu=v+wconveSywe S, entonces v = proyg u.
e Si B={wy,...,wy} es una base ortonormal de S, entonces

k
proysu =Y  <u,w;>w;

i=1
e Si B={vy,...,Vvi} es una base arbitraria de S, se buscan {a1,...,a;} tales que

k
u—proysu:u—Zaivi e st
i=1
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para lo que se debe cumplir que

<u — Zle a;vi,vi>=10

k
<u-—) v, vp>=0
que es un sistema lineal de ecuaciones, cuya solucién {«1, ..., ax} proporciona la proyeccién

u = Zi’c:l Q;Vi.

6.22 Ejemplo

En R* con el producto usual, para hallar la proyeccién de u = (0,2,1,—1) sobre el subespacio
S = {(z1, 22, 23,24) : ©1 + x2 = 0} hay que hallar una base, a ser posible ortonormal. Puesto
que

r1 =«
r9g = —«&
S: ($1,.’L’2,1’3,I’4) : _ 7047/877 € R =
r3 =0
T4 =7

=L ({u; =(1,-1,0,0), uz = (0,0,1,0), ug = (0,0,0,1)})

una base ortogonal es {uy,ug,us}, y una base ortonormal:

{wl - <1,_1,0,0> (w2 = (0,0,1,0), w; = (0,0,071>}
V2 V2

La proyeccion de u sobre S' es

proygu = (u-wi)wi + (u-wa)wa + (u- w3)ws = ——wi +Wo — wsg = (—1,1,1,-1)

V2

y sobre St es
proygiu=u—proygu = (1,1,0,0)

El dngulo que forman u y S, y la distancia entre ellos, es:

(/TS’) (u, proys u) u-proygu 4

u,S) = (u,proyg u) = arccos = arccos = arccos —
[[al| - [lproy s ul V6 -2 V6

d(u, S) = [[proyg. u| = [Ju — proygul| = [|(1,1,0,0)] = v2

6.23 Diagonalizacién ortogonal

Una matriz A € My xn(R) (o aplicacién lineal asociada) es ortogonalmente diagonalizable
si es diagonalizable respecto de una base ortogonal (u ortonormal), lo que equivale a que exista
una base ortogonal (u ortonormal) de autovectores. Se puede probar que:

A es ortogonalmente diagonalizable <= A es simétrica
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6.24 Ejemplos

0 10
1. Lamatriz A= |1 0 0] essimétrica y, por tanto, ortogonalmente diagonalizable. Sus
0 01
autovalores son 1, con multiplicidad 2, y —1. Los subespacios propios asociados, y la base
ortogonal respecto de la que es diagonalizable, son:

S(D :L({(1a170)7(07071)}) _ _
{ S(—1) = L({(L _170)}) = B = {(1, 1,0),(0,0,1), (1, 1,0)}

Las matrices diagonal y de cambio de base son:

10 0 1 0 1
D=P''4P con D=|0 1 0 y P=[1 0 -1
0 0 —1 01 0
-1 2 0
2. Lamatriz A= | 0 1 0] no es simétrica y, por tanto, no es ortogonalmente diago-
-2 21

nalizable. Se puede ver que si es diagonalizable, pero respecto de una base que no es
ortogonal.
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7 Aplicaciones ortogonales

7.1 Aplicacion ortogonal

Se llama aplicacién ortogonal a un endomorfismo f : V — V sobre un espacio vectorial
euclideo (V, <-,->) que conserva el producto escalar, es decir que

<f(a), f(v)>=<u,v>, Vu,veV

7.2 Matriz ortogonal

Una matriz cuadrada A € M;,»,(R) se llama matriz ortogonal si A*A = I.

7.3 Ejemplos

1 -1
i - 1
1. La matriz A = 7 <1 1 > es ortogonal, pues
1 1 1\ 1 /1 -1 1/2 0
tA - = -
= (4 0) s 7)) =a0 e) =
2. Lamatriz A= 1 (1 71 t 1
- Lamatriz A= 5 (] no es ortogonal, pues

s () 2) (a7

Sea A = M(f,B) la matriz de la aplicacién ortogonal f : V — V respecto de una base
ortonormal B de (V, <-,->). Entonces:

7.4 Teorema

La aplicacién f es ortogonal <= La matriz A es ortogonal

Demostracion: Basta observar que

< F), f(v)> = (f() F(v) = (Au)'Av = u' A" Av

<u,v>=ulv

de donde se deduce que f es aplicacién ortogonal si y sélo si A’A = I, es decir si y sélo si A es
una matriz ortogonal.

7.5 Observacion

Si A = (aij)lgi,jgn € Mnxn(R), entonces At = (bl] = aji)1§i7j§n y AtA = (Cij)lgi,jgn donde

n n
Cij = E bikak; = § AkiGkj = C; * Cj
k=1 k=1

donde c; - ¢; es el producto escalar usual en R" de las columnas c; y c; de la matriz A. Por
lo tanto, una matriz es ortogonal si sus columnas forman una base ortonormal en R™ con el
producto escalar usual.
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7.6 Lema

La matriz de un cambio de base entre bases ortonormales es ortogonal.

7.7 Teorema

Sea f : V — V una aplicacion sobre el espacio euclideo (V, <-,->). Entonces, la aplicacién
f es ortogonal si y sélo si conserva la norma, es decir:

f es ortogonal <= || f(v)|| = |vl|, VveV

Demostracion:
(=) Si f es ortogonal, entonces

IfW)Il = v<flv =V<v,v>=|v|

para todo v € V, es decir conserva la norma.
(<) Si f conserva la norma:

If(a=v)|> =<fu—v), flu=v)>=<f(u) = f(v),f(a) = f(v)>
= IF (@) + IFWI* =2 < f(u), f(v) >= [u]® + [v]* =2 < f(u), f(v)>

Jlu—v|?* =<u—v,u—v>=|[ul®> +[v]* -2 <u,v>
y, puesto que || f(u — v)|| = |[u — v||, entonces
<f(u), f(v)>=<u,v>
para cualesquiera u,v € V, es decir f es ortogonal.

7.8 Observacion

Las aplicaciones ortogonales conservan normas, distancias, angulos.

7.9 Teorema

Sea f : V — V una aplicacién sobre el espacio euclideo (V, <-,->). Entonces, la aplicacién
f es ortogonal si y sélo si transforma bases ortonormales en bases ortonormales.
Demostracién:

(=) Si f es ortogonal, y B = {ej,es,...,e,} es una base ortonormal, entonces:
0 ,sii#j
<f(el)af(e])>:<el7e]>: { .. .
1 ,sii=3
de donde se deduce que {f(e1), f(e2),..., f(en)} es una base ortonormal.

(<) Si B ={ej,ea,...,e,} es una base ortonormal, entonces f(B) = {f(e1), f(e2),..., f(en)}
también es una base ortonormal, y si u = Y ;" xe; y v = Y ., y;e; son vectores de V, se
cumple que

<U,VS=< (21,2, @) By (Y1 Y2, Yn)B>= D Tilhi
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y también que

<f(u), f(V) > =< Z x,-f(ei), Z yif(ej) >=< (.Cl:l, 2, ... ,xn)f(B), (yl, Y2, ... ,yn)f(B) >
=1 =1

n
= E LiYi
i=1

luego < f(u), f(v) >=<u,v>, y la aplicacién f es ortogonal.

7.10 Ejemplos de aplicaciones ortogonales

Sea R™ con el producto escalar usual respecto de su base canénica.

1. En R?, el giro de centro el origen y d4ngulo « es una aplicacién ortogonal. Usando ntimeros
complejos, la imagen de = + ¢y mediante un giro centrado en el origen de angulo « es

(x4 iy) = (cos a + isin a)(x + iy) = (xcosa — ysina) + i(xsina + y cos )

y, volviendo al plano R?, la ecuacién del giro en la base candnica es:

cosa —sina T
Galz,y) = (sina Ccos o ) (y)

2. En R?, la simetria respecto de la recta r = ax + by = 0 (que pasa por el origen) es una
aplicacién ortogonal. Puesto que u; = (b, —a) es el vector de direccién de la recta y
uy = (a,b) el vector perpendicular, se tiene que S,(u;) = w3 y Sy(u2) = —ug, luego la
matriz de la simetria respecto de la base B = {u; = (b, —a),us = (a,b)} es

A= M(S,,B) = (é _01>

Teniendo en cuenta el diagrama:

(RQ)B A (RQ)B

TP-I lp siendo P = M(B,B,) = (ba Z)
(R2)BC L} (RQ)BC

se tiene que:

C =M(S,,B.,) = PAP™! = ! (

—2ab  a?—-1b?

b2 —a?2 —2ab
a2+ b2

Luego la ecuacién de la simetria, respecto de la recta r = ax 4 by = 0, en la base candnica

€St
1 b2 _ (Z2 —2ab x
Srl@y) = 5w < —2ab  a® - bQ) <y)
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3. En R3, un giro cuyo eje pasa por el origen es una aplicacién ortogonal. Sean oy r =
L ({u1}), con ||| = 1, el angulo y eje de giro. Completando el vector de direccién
del eje hasta formar una base B = {uj,u2,uz} ortonormal que verifique |P| > 0, donde
P = (uj,u2,u3) = M(B, B.), las matrices del giro respecto de esta base y la canénica son:

1 0 0
M (Gro,B)=A= |0 cosa —sina y M (Gra,B.) = pAp-1

0 sina cos«

4. En R3, la simetrfa respecto del plano m = L ({uj,us2}) (que pasa por el origen) es una
aplicacién ortogonal. Anadiendo a los vectores de direccién del plano un vector us, que
sea ortogonal a ambos, se obtiene una base B = {uy, ug, us} respecto de la cual la matriz
de la simetria es

1 0 0
M((S;,,B)=A={(0 1 0
0 0 —1
La matriz respecto de la base canodnica sera:

M (Sy, B.) = PAP! donde P = (uy,ug,u3) = M(B, B.)

7.11 Teorema

El determinante de una matriz ortogonal es £1.
Demostracién: Si A € M,,«,(R) es una matriz ortogonal se cumple que A*A = I, y tomando
determinantes:

|ATA| = |AP =1 = |A] = £1
7.12 Teorema

Los autovalores reales de una aplicacién ortogonal sélo pueden ser 1 o —1.

Demostracion: Si A € R es un autovalor de la aplicacién ortogonal f : V — V, existen
autovectores no nulos v € V tales que f(v) = Av. Puesto que las aplicaciones ortogonales
conservan la norma:

VI =l =lIxvf = Al vl = A =1 = A= £1

7.13 Clasificacién de las aplicaciones ortogonales en R?

Sea f : R?2 — R? una aplicacién ortogonal cuya matriz respecto de una base ortonormal es A,

flz,y) = A @) con A= (Z Z)

siendo A'A = I y |A| = 1. Puesto que A = A™1, se ha de cumplir que

a c\_ 1 (d —b N b= —c|A|
b d)  |A|\—c a d=alA|
Luego la matriz de la aplicacion ortogonal, respecto de una base ortonormal, sera:

_ (@ —cl4] _
A_<c a|A|> con Al = +£1

es decir:

Pueden presentarse dos casos:
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1. Si |A] =1, entonces

A= (a _C) con Al =d*+ 2 =1
c a

luego existe un tnico « € [0, 27) tal que a = cosa y ¢ = sina de donde
cosa —sina
A= ".
sina  cosa
y la aplicacién ortogonal es un giro, centrado en el origen, de angulo o con

traza(A)

traza(A) = 2a =2cosa = « = arccos 5

donde la traza de una matriz es la suma de los elementos de su diagonal principal.

2. Si |A| = —1, entonces

A:(“ C) con  JAl=—(a®+)=-1 y PN=X-1

c —a
Sus autovalores son A =1y A = —1, y existiran autovectores u; y us tales que
flar) =wm
u; - up = 0
{ f(uz) = —us Y

ya que las aplicaciones ortogonales conservan el producto escalar:
fuw) - f(u) =up-ws=u;-(—wp) =u; - vy = —(u-w) =u;-up = u; -up =0

Luego la aplicacién ortogonal es una simetria respecto de la recta r = L ({u;}) = S(1),
donde S(1) es el subespacio propio asociado al autovalor A = 1.

En resumen, se tiene la siguiente clasificacion:

Aplicaciéon ortogonal

traza(A)

|A] =1 | Giro de centro el origen y dngulo a = arccos —5

|A] = —1 Simetria respecto de recta r = S(1)

En el caso particular de un giro de dngulo a = 0, la aplicaciéon ortogonal es la identidad.

7.14 Clasificacién de las aplicaciones ortogonales en R?

Sea f : R® — R3 una aplicacién ortogonal cuya matriz respecto de una base ortonormal es A,

es decir:
T

flx,y,z)=Alvy con AtA =T
z
Puesto que los autovalores reales de A sélo pueden ser +1, y el polinomio caracteristico tiene

grado 3, alguno de ellos debe ser 1 o —1. Si S(1) = Ker(A — I) es el subespacio propio asociado
a A = 1, se pueden presentar los siguientes casos:
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1. Si dim S(1) = 3, la aplicacién ortogonal es la identidad y A = 1.

2. Si dim S(1) = 2, se considera una base ortonormal B = {uj,us,u3}, siendo S(1) =
L ({u;,us}). Puesto que las aplicaciones ortogonales conservan bases ortonormales:

f(B) ={f(u1), f(ug), f(u3)} = {u1,uy, f(usz)} esortonormal — f(u3) = —us

ya que f(ug) # us al ser dimS(1) = 2. Luego la aplicacién ortogonal f es una simetria
respecto del plano 7 = S(1) y su matriz respecto de la base B es

1 0 O
M(f,B)=[0 1 o0
0 0 -1
3. Si dimS(1) = 1, se considera una base ortonormal B = {uj,us,us}, siendo S(1) =
L ({u1}) y |(u1,u2,u3)| > 0. Puesto que las aplicaciones ortogonales conservan bases
ortonormales:

f(B) = {f(w), f(uz), f(uz)} = {u, f(uz), f(uz)}

es ortonormal. Por lo tanto

L({f(u2), f(u3)}) = L ({uz, us}) = S(1)*

y la aplicacién f en el plano S(1)*, que no puede ser una simetrfa, es un giro centrado
en el origen. Luego la aplicacién ortogonal f es un giro con eje en la recta r = S(1) y su
matriz respecto de la base B es

1 0 0
M(f,B)=|0 cosa —sina
0 sina cosa

Puesto que las matrices asociadas a un endomorfismo respecto de cualquier base tienen la
misma traza, se ha de cumplir que

t A)—1
1+ 2cosa =traza(A) = « = arccos mza(z)
4. Sidim S(1) = 0, entonces A = —1 es autovalor, ya que A = 1 no puede serlo. Se considera

una base ortonormal B = {uj, ug, us}, siendo u; € S(—1) y |(uy, ug, u3)| > 0. Puesto que
las aplicaciones ortogonales conservan bases ortonormales:

f(B> = {f(u1)7f(u2)7f<u3)} = {_uhf(uQ)v f(U3)}

es ortonormal. Por lo tanto

L({f(u2), f(w3)}) = L({uz,u3}) = L ({ur})*

y la aplicacién f en el plano L ({ul})L es un giro centrado en el origen. Luego la aplicacién

. , _ 1 .
ortogonal f es una simetria respecto del plano 7 = L ({u1})~ compuesta con un giro de
eje la recta r = L ({u1}), y su matriz respecto de la base B es

-1 0 0
M(f,B)=| 0 cosa —sina

0 sina cosa
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Puesto que las matrices asociadas a un endomorfismo respecto de cualquier base tienen la
misma traza, se ha de cumplir que

traza(A) + 1

—1+42cosa =traza(A) = « = arccos 5

En el caso particular de que o = 7, entonces
M(f,By=( 0 -1 0

y f es una simetria central con centro en el origen. En este caso dim .S(—1) = 3.

En resumen, se tiene la siguiente clasificacion:

dimS(1) | dim S(-1) Aplicacién ortogonal
3 0 Identidad
2 1 Simetria respecto del plano 7 = S(1)
062 Giro de eje 7 = S(1) y dangulo o = arccos %
1 Simetria respecto del plano m = S(—1)T compuesta con
0 giro de eje r = S(—1) y dngulo o = arccos %
0 3 Simetria central, con centro el origen
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8 Movimientos

8.1 Movimiento

Se llama movimiento a una aplicacién f : R® — R", no necesariamente lineal, que se puede
escribir en la forma:

A una matriz ortogonal (A'A = 1)

f(u)=Au+b con { I

Obviamente, cuando b = 0 el movimiento es una aplicacién lineal ortogonal, y en caso contrario
no es aplicacion lineal.
8.2 Observaciones
1. Un movimiento, f(u) = Au + b, es la composicién de una aplicacién ortogonal con una
traslacion:
A Ty
—

R* A, R» R™ e oTyoA
u — Au — Au+b

2. Los movimientos conservan las distancias: Si f(u) = Au + b, entonces
d(f(u), f(v)) = [[(Au+b) = (Av + b)| = |A(u = V)| = [[u = v]| = d(u,v)

ya que las aplicaciones ortogonales conservan la norma.

8.3 Puntos fijos de un movimiento

Se llama punto fijo de un movimiento f(u) = Au + b a cualquier punto w € R™ tal que
f(w)=Aw +b=w.

8.4 Movimientos en R?

1. Traslacién de vector v = («, 3):
Ty(u)=u+v=Iu+v

En forma cartesiana:

o= () (0)+()-G12) = (5230

No tiene puntos fijos, salvo en el caso trivial de que v = 0 (en este caso el movimiento es
la identidad y todos los puntos son fijos).

2. Giro de centro c = (zg,y0) y angulo a: Se puede obtener como la composicién de una
traslacién de vector —c (que traslada el centro de giro al origen), con un giro centrado en
el origen de dngulo «a, y con una traslacion de vector ¢ (que devuelve el centro de giro a
su posicién inicial). Por lo tanto:
Geo(u) =A(u—c)+c=Au+ (c — Ac)

)
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donde A es la matriz del giro centrado en el origen de angulo o. En forma cartesiana:

__[cosa —sina T — X0 To
Gealr,y) = <sina cos v > (y — y0> + <y0>
El tnico punto fijo es el centro de giro, salvo en el caso trivial de que @« =0 0 @ = 27 (en
estos casos el movimiento es la identidad y todos los puntos son fijos).

3. Simetria respecto de la recta r = ax + by + ¢ = 0: Si ¢ € r es un punto de la recta,
esta simetria se puede obtener como la composicién de una traslacién de vector —c (que
transforma la recta en otra paralela que pasa por el origen), con una simetria respecto de
la recta az + by = 0, y con una traslacién de vector ¢ (que devuelve la recta a su posicién
inicial). Por lo tanto:

Sr(u) =A(u—c)+c=Au+ (c - Ac)

A (b @[t o\ b A\ 1 (B—d® —2ab
" \—a b)\0 1)/ \—a b T a2 b2\ —2ab @ -2

es la matriz de la simetria respecto de la recta ax 4+ by = 0. Todos los puntos de la recta
r son puntos fijos.

donde

4. Simetria deslizante respecto de la recta r = ax + by + ¢ = 0 con vector v || r: Es
la composicién de una simetria respecto de la recta r = ax + by + ¢ = 0 con una traslacién
de vector v. Por lo tanto, si ¢ € r, su ecuacién es:

SD,v(u) =Ty oS, (u)=[A(u—c)+c]+v=Au+ (v+c— Ac)

donde A es la matriz de la simetria respecto de la recta ax + by = 0. No hay puntos fijos,
salvo en el caso en que v = 0 (el movimiento es una simetria sin deslizamiento y los puntos
fijos son los de la recta r).

8.5 Ejemplos

1. Las ecuaciones de la traslacién de vector v = (1,—1) son

nea= (5 9) ()« (5) = (o) = {7250

2. Las ecuaciones de un giro con centro en ¢ = (1,2) y dngulo o = 7§ son:

0 -1\ /xz—1 1 ¥=3-y
Gc’a(x’y)_<1 O><y—2>+(2> :>{y’_x+1
3. Para hallar las ecuaciones de una simetria respecto de la recta r = y — x = 1 se considera

uno de sus puntos, por ejemplo (0,1), y la matriz de la simetria respecto de su recta
paralela que pasa por el origen (x —y = 0):

AT R
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Las ecuaciones de la simetria son:

s (7)) = (70

4. Para hallar las ecuaciones de la simetria deslizante respecto de la recta r =y — x = 1 con

8.6

vector v = (3,3) se halla la matriz de la simetria respecto de su recta paralela que pasa
por el origen (x —y = 0), que es la misma matriz A del ejemplo anterior, y un punto de
la recta, por ejemplo (0,1). Las ecuaciones de la simetria deslizante son:

o= [ (1) O] €)= {572

Movimientos en R3

. Traslacién de vector v:

Tv(u) =u+v

No tiene puntos fijos, salvo en el caso trivial de que v = 0 (en este caso el movimiento es
la identidad y todos los puntos son fijos).

Giro de dngulo a y eje larecta r = up+L({u; }): Se puede obtener como la composicién
de una traslacién de vector —ug (que hace pasar el eje de giro por el origen), con un giro
de eje L({u1}) y dngulo «, y con una traslacién de vector ug (que devuelve el eje de giro
a su posicién inicial). Por lo tanto:

Gro(u) = A(u—ug) +ug = Au+ (up — Auy)

donde A es la matriz del giro de dngulo « y eje L({u;}). Los tnicos puntos fijos son los
del eje de giro, salvo en el caso trivial de que @« = 0 0 &« = 27 (en estos casos el movimiento
es la identidad y todos los puntos son fijos). Si @ = m, el giro se suele llamar simetria
axial de eje 7.

Movimiento helicoidal de dngulo «, eje r = ug + L({u;1}) y vector de traslacién
v || 7: Es la composicién de un giro de dngulo a y eje r = ug+ L({u;}) con una traslacién
de vector v. Por lo tanto, su ecuacion es:

MH, ov(u) =Ty 0 Gpo(u) = [A(u—ug) + ug] + v =Au+ (v + up — Auy)
donde A es la matriz del giro de dngulo a y eje L({u1}). En general, no hay puntos fijos.

Simetria respecto del plano m = uy + L({ui,uz2}): Se puede obtener como la com-
posicién de una traslacién de vector —up (que hace pasar al plano de simetria por el
origen), con una simetria respecto del plano L({uj,us}), y con una traslacién de vector
up (que devuelve el plano de simetria a su posicién inicial). Por lo tanto:

Sx(u) = A(u —ug) +up = Au+ (ug — Auy)

donde A es la matriz de la simetria respecto del plano L({uj,us}). Todos los puntos del
plano 7 son puntos fijos.
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5.

8.7

. Para hallar la ecuacién de un giro de dngulo o = 7/2 y de eje la recta r = {

Simetria deslizante respecto del plano 7 = up + L({u;,us}) con vector v | m: Es
la composicién de una simetria respecto del plano 7 = ug+ L({u1,uz}) con una traslacién
de vector v. Por lo tanto, su ecuacion es:

SDyv(u) =Ty 0 Sy(u) = [A(u—ug) +ug] + v=Au+ (v+ug — Auy)

donde A es la matriz de la simetria respecto del plano L({uj,us}). No hay puntos fijos,
salvo en el caso en que v = 0 (el movimiento es una simetria sin deslizamiento y los puntos
fijos son los del plano 7).

Simetria rotacional: Es la composicién de una simetria respecto del plano m = ug +
L({u1,uz}) con un giro de dngulo « y eje la recta r = ug + L({us}) perpendicular a 7
(rnm={up}). Su ecuacién es:

SR(u) = A(u—ug) +ug = Au + (ug — Auyg)

donde A es la matriz de la composicién de una simetria respecto del plano L({u;, uz}) con
un giro de dngulo a y eje L({us}). El tinico punto fijo es el punto ug de interseccién de la
recta y el plano, salvo en el caso de que & = 0 0 a = 27 en que la simetria rotacional se
reduce a la simetria respecto del plano w. En el caso particular o = 7 la simetria rotacional
se llama simetria central y su ecuacién es:

SC(u) = —(u—up) +uy = —u+ 2uy

Ejemplos

y=1
z=2"
que comenzar hallando la matriz del giro del mismo angulo y eje la recta y = z = 0, que
es

hay

1 0 0 1 0 O
A=10 cos g —sin % =10 0 -1
0 sing cosy 01 O

y puesto que (0,1,2) € r, la ecuacién del giro es:

1 0 0 x 0 T
Gra(z,y,2) =10 0 =1 |y—1]+|1|]=[3-=%
01 0 z—2 2 y+1
. , . =1 . ) )
La simetria axial respecto de la recta r = { Z _o o8 el giro con eje en la misma recta y

angulo o = m. Como en el ejemplo anterior, su ecuacion es:

1 0 0 x 0
Grr(z,y,2) =10 cosm —sinm | |y—1]+ |1
0 sinm cosw z—2 2
1 0 0 T 0 T
=10 -1 0 y—1|+[1]=12—-y
0 0 -1 z—2 2 4—z
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3. Para hallar la ecuaciéon del movimiento helicoidal de eje r = { 'Z: ; , dngulo a = § y
vector v = (2,0,0), se halla la matriz del giro del mismo angulo y eje la recta y = z = 0,
que es

1 0 0 1 0 0
A=10 cos§ —sing | =10 0 -1
0 sin§ cosy 01 0

y puesto que (0,1,2) € r, la ecuacién del movimiento helicoidal es:

100 x 0 2 x+2
MH;oy(2,y,2) = |10 0 1| y—=1)+|1]+|0f=[3-2
01 0/ \z-2 2 0 y+1

4. Para hallar la ecuacién de la simetria respecto del plano # = y — z = 1, hay que hallar la
matriz de la simetria respecto del plano y — z = 0, que es

1 00
A=10 0 1
010

y, puesto que (0,1,0) € 7, la ecuacién de la simetria es:

1 00 x 0 z
Sr(x,y,2) =10 0 1) |y—1]+ (1] =|z+1
010 z 0 y—1
5. La simetria deslizante respecto del plano m = y — z = 1 con vector de deslizamiento

v = (1,2,2), es la composicién de la simetria respecto del plano 7 (la del ejemplo anterior)
con la traslacién de vector v. Por lo tanto, su ecuacion es:

1 00 €T 0 1 r+1
SDxv(z,y,2) =Ty o Sp(z,y,2)= |0 0 1 y—1]1+ 1) +|[2]|=[%2+3
010 z 0 2 y+1
=1
6. La simetria rotacional de eje r = { Z* 9 angulo « = /2 y plano 7 = x = —1 tiene
por matriz la asociada a la composicion de una simetria respecto del plano x = 0

L({e2 =(0,1,0),e3 = (0,0,1)}) con un giro de dngulo 7/2 y eje la recta y = z = 0
L({e1 =(1,0,0)}), es decir:

-1 0 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 O
A=10 1 0 0 cosg —sing | =10 10 00 —-1|=110 0 -1
0 0 1 0 sing cosg 0 0 1 01 0 0 1 0

Puesto que r N7 = (—1,1,2), la ecuacién de la simetria rotacional es

-1 0 0 z+1 -1 —x —2
SR(z,y,z)=1 0 0 -1 y—1]+[ 1 |=[—-2+3
0 1 0/ \z-2 P y+1
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7. La ecuacién de la simetria central respecto del punto Q(—1,1,2) es

r+1 —1 —x—2
SC(z,y,z)=—|y—1|+| 1 |=|-y+2
z—2 2 —z+4

8.8 Clasificacién de movimientos en R?

Sea f(u) = Au+b, A'A = I, un movimiento, y sea S(1) = Ker(A —I) el subespacio de vectores
invariantes de A. Se pueden presentar los siguientes casos:

1. Si dim S(1) = 2, entonces A = I y el movimiento es una traslaciéon de vector b.

2. Sidim S(1) = 1, la aplicacién ortogonal asociada a la matriz A es una simetria, y se pueden
presentar dos casos:

(a) Hay puntos fijos: el movimiento es una simetria respecto de la recta {u : f(u) = u}.

(b) No hay puntos fijos: el movimiento es una simetria deslizante con vector v que ha de
verificar:

1

FUHO) = O =2v = v=31%0)

y recta de simetria r = {u : f(u) =u+v}.

3. Si dim S(1) = 0, el movimiento es un giro de centro el inico punto fijo c, es decir tal que

f(C) =C,y éngulo o = arccos %.

En resumen, se tiene la siguiente clasificacion:

dim S(1) | Puntos fijos Movimiento: f(u)=Au-+b
Traslacién de vector b
1 Si Simetria respecto de la recta {u : f(u) = u}
Simetrfa deslizante de vector v = £ f%(0)
1 No ) .
y eje larectar ={u : f(u) =u+v}
0 Giro de centro el vector ¢, tal que f(c) =c,

. 1 . traza(A)
y angulo o = arccos —5—

8.9 C(Clasificacién de movimientos en R3

Sea f(u) = Au+b, A’A = I, un movimiento, y sea S(1) = Ker(A — I) el subespacio de vectores
invariantes de A. Se pueden presentar los siguientes casos:

1. Si dimS(1) = 3, entonces A = I y el movimiento es una traslacién de vector b.

2. Sidim S(1) = 2, la aplicacién ortogonal asociada a la matriz A es una simetria, y se pueden
presentar dos casos:
(a) Hay puntos fijos: el movimiento es una simetria respecto del plano {u : f(u) = u}.

(b) No hay puntos fijos: el movimiento es una simetria deslizante con vector v que ha de
verificar:

FU70) = 7(0) =29 = v = 7%(0)

y plano de simetria 7 = {u : f(u) =u+ v}.
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3. Si dim S(1) = 1, la aplicacién ortogonal asociada a la matriz A es un giro, y se pueden
presentar dos casos:

(a) Hay puntos fijos: el movimiento es un giro respecto de la recta {u : f(u) =u} y

. . traza(A)—1
dngulo a = arccos ——5—~—.
(b) No hay puntos fijos: el movimiento es un movimiento helicoidal con eje la recta
r={u: f(u) —ue S(1)}, dngulo o = arccos %, y vector de deslizamiento
v = f(vp) — vo, con vy € 7.
4. Sidim S(1) = 0, se pueden presentar dos casos:
(a) Si dimS(—1) = 3, entonces A = —I y el movimiento es una simetria central con

centro en su unico punto fijo ¢ (f(c) = c).

(b) Si dimS(—1) = 1, el movimiento es una simetria rotacional. Si ¢ es su punto fijo
(f(c) = c), el eje de giro es ¢+ S(—1), el plano de simetria es ¢+ S(—1)*, y el dngulo

. t A)+1
de giro oo = arccos %

En resumen, se tiene la siguiente clasificacion:

dim S(1) Movimiento: f(u)=Au+b
3 Traslacién de vector b
2 Hay puntos fijos Simetria respecto del plano {u : f(u) = u}
: Simetria deslizante de vector v = 1 f2(0
2 No hay puntos fijos respecto del plano 7 = {u : f(u) :21{+(\2}
) Hay puntos fijos Giro respe}cto de la recta r Etrglzla(A)f_(lu) =u},
y dngulo o = arccos ——5——
Movimiento helicoidal de eje r = {u : f(u) —u € S(1)},
1 No hay puntos fijos dngulo a = arccos %,
y vector de deslizamiento v = f(vg) — vp, con vg € r
0 dim S(—-1) =3 Simetria central respecto de ¢, con f(c) =c
Simetria rotacional de eje vo + S(—1)
0 dimS(-1) =1 y plano vo + S(—1)+,con f(vo) = vo,
. o traza(A)+1
y dngulo o = arccos —————
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9 C(Conicas

9.1 Conicas

Se llama cénica a cualquiera de las secciones planas que se producen al cortar en el espacio un

doble cono recto por un plano.
Si el doble cono recto tiene vértice O, eje r y dngulo a, 0 < a < 7, y el plano II forma un
angulo B con el eje del cono, se pueden presentar los siguientes casos:

1. Si g = %, es decir si r L II, la cénica es una circunferencia (si O ¢ II) o un punto (si
O e1).

2. Sia << 7, lacénica es una elipse (si O ¢ IT) o un punto (si O € II).
3. Si f = «, la cénica es una parabola (si O ¢ II) o una recta (si O € II).
4. 810 < 8 < a, la cénica es una hipérbola (si O ¢ II) o un par de rectas (si O € II).

Cuando O € 11, la coénica se llama cénica degenerada.
La ecuacion analitica de una coénica es:

apz® + a2xy + a22y2 ‘a1z +ay+a=0

con aii,aie, a2, al, as,a € R, que también se llama ecuacién general de la conica.

9.2 Ecuacion reducida de una conica

Mediante un movimiento (giro y/o traslacién) la ecuacién general de una coénica se reduce a una
de las siguientes ecuaciones reducidas:

1. ‘g—z + z—z =p,cona,b>0yp=—1,0,1 (cénica de tipo eliptico).

e Si p =1, la cénica reducida es
— una elipse, si a # b, con centro el origen, ejes los cartesianos y focos en los puntos
(£¢,0),sia>b (2 =a® %), 0 (0,%c), sia<b(c? =b>—a?).
— una circunferencia, si a = b, con centro el origen y radio a.
e Si p =0, la conica reducida es un punto (el origen).

e Si p = —1, la cénica reducida carece de puntos, y se llama elipse imaginaria.

M

2. & — Y% =p conab>0yp=—1,0,1 (cémica de tipo hiperbdlico).

2
a? b2
e Sip =1, la conica reducida es una hipérbola con centro el origen, ejes los cartesianos
y focos en los puntos (%¢,0), con ¢ = a? + b%.
e Si p =0, la cénica reducida es un par de rectas secantes.
e Sip = —1, la cénica reducida es una hipérbola con centro el origen, ejes los carte-
sianos y focos en los puntos (0, £c), con c? = a® + b?.

3. y? = 2px, con p # 0 (cénica de tipo parabdlico). La cénica reducida es una parabola con

centro o vértice en el origen, ejes los cartesianos, foco (£,0) y directriz z = —&.
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4. x? = 2py, con p # 0 (conica de tipo parabdlico). La cénica reducida es una parébola con

centro el origen, ejes los cartesianos, foco (0, §) y directriz y = —5.

5. y> = q o 22 = ¢ (cénica de tipo parabdlico). La cénica reducida es un par de rectas

paralelas (si ¢ > 0), una recta doble (si ¢ = 0) o un par de rectas imaginarias (si
q<0).
9.3 Obtencién de la ecuacién reducida de una conica

Sea
anz? + aloxy + a22y2 + a1z +ay+a=0

con aq1,a12,a92,a1,a2,a € R, la ecuacién general de una cénica, que se puede expresar matri-

cialmente como:
L)) ()
T + (a1 a +a=0
(@ v) <‘% az/) \y (a1 a2) Y

a

ain
A= aig

2 022

es simétrica y, por tanto, diagonalizable ortogonalmente (respecto de una base ortonormal de
autovectores). El proceso a seguir, para obtener la ecuacién reducida, es el siguiente:

donde la matriz

1. Si a2 # 0, los ejes de la cénica no son paralelos a los ejes cartesianos, por lo que se hace
un giro para obtener una una cénica equivalente con los ejes paralelos a los cartesianos.
Se determinan los autovalores de la matriz A, o(A) = {1, A2}, y una base ortonormal
de autovectores B = {uj,u2} con }(ul ug)‘ = 1. La matriz del cambio de base P =
(u1 112) = M(B, B,) es ortogonal, es decir P! = P!, y se cumple que

A1 0
-1 _ pt _n_ (M
P AP-PAP-D-(0 )\2>

Aplicando el giro <$1> = Pt (‘T), se tiene que (x> =P <$1> y, sustituyendo en la
Y1 Yy Y Y1

ecuacién de la conica, queda:

(r1 y) P'AP <$1> + (a1 ag) P (2) +a=0

Y1

(1 ) <)61 /82) (Z) + (b1 by) (”&) +a=0

donde (b1 bg) = (a1 ag) P. Operando, la ecuacion de la cénica después del giro es

es decir:

/\190% + Azy% 4+ b1z +boy1 +a =0

que ya no tiene término en xy.
Si aja = 0, los ejes de la conica ya son paralelos a los cartesianos y se pasa directamente
al paso siguiente.
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2. Si (b1,b2) # (0,0), el centro de la conica (si es una cénica con centro) no es el origen o la
cénica (si no tiene centro) no pasa por el origen. En este caso se aplica una traslacién para
que el centro (si es una cénica con centro) sea el origen o la cénica (si no tiene centro)
pase por el origen. Se pueden presentar los siguientes casos:

(a) Sid = |A] = MA2 > 0, la cénica es de tipo eliptico. Completando cuadrados en su
expresion:

b \? by \2 b2 b2
>\1<Il+ﬁ> +)\2<y1+%> —4—)\1+4—>\2—a—c
1’2:3714-2[’711

7,! , se obtiene la ecuacién reducida de la
Y2 =y1 + 3w

Aplicando la traslacién {
cOnica:
una elipse real, si cA\y > 0

)\156% + /\ng =c quees un punto, si ¢ =0
una elipse imaginaria, si cA; < 0

(b) Si d = |A|] = M2 < 0, la cénica es de tipo hiperbdlico. Completando cuadrados
como en el apartado anterior, y aplicando la misma traslacion, se obtiene la ecuacién
reducida de la cénica:

una hipérbola, si ¢ # 0

M2+ Xay2 = ¢ que es )
2 Y2 4 un par de rectas secantes, si ¢ =0

(¢) Sid=|A| = A1A2 =0, la cénica es de tipo parabdlico. Se puede suponer, sin pérdida
de generalidad, que A\ =0 y A2 # 0 (los dos no se pueden anular simultdneamente),
la expresion de la cénica seria:

)\Qy% + b1z +boy1 +a =0

Completando cuadrados, se obtiene

by \2 b3
A — ] =—2%—a-0»
2 <Z/1 + 2/\2> 5 a 171

Entonces:
b3

To =121+ &+ — 52— . .
2 L% ™ 2Xb1 | se obtiene la ecuacién

i. Sib; # 0, aplicando la traslacién o
Y2 =Yy1 + g

reducida de la cénica:
)\gy% = —byxo que es una parabola

Tro9 = X1

b, , se obtiene la ecuacién re-
Y2 =1+ 2

ii. Si by = 0, aplicando la traslacién {

ducida de la cénica:

b2 un par de rectas paralelas, si cAy > 0
/\2y§ = ﬁ —a=c quees una recta doble, si ¢ =0

un par de rectas imaginarias, si cAg < 0

Si by = by =0, el centro de la cénica (si es una cénica con centro) es el origen o la cénica (si
no tiene centro) pasa por el origen, y la ecuacién obtenida después del giro es la ecuacién
reducida de la cénica.
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9.4 Centro o vértice, y ejes de una conica no degenerada

Cuando la cénica es no degenerada, su centro o vértice se obtiene aplicando al origen (que es
el centro o vértice de la conica reducida) los movimientos inversos a los usados para obtener la
ecuacion reducida: en primer lugar la traslacién de vector opuesto, y después el giro de angulo
opuesto.

Si la cénica es una elipse o una hipérbola, sus ejes son las rectas que pasan por el centro de la
cénica con la direccidn de los autovectores de la matriz A.

Si la comnica es una parabola, su eje principal es la recta que pasa por el centro con la direccién
del autovector asociado al autovalor nulo, y su eje secundario es la recta que pasa por el centro
con la direccién del autovector asociado al autovalor no nulo.

9.5 Ejemplos

1. Para hallar la ecuacién reducida de la cénica 322 + 3y? — 2zy — 2 = 0, se expresa en forma

matricial:
3 -1 x
(@ y)<—1 3><y>_2:0

La matriz asociada y sus autovalores son

A:<31 _31> ; |A—)\I\:‘3__l)\ 3__1A‘=(A—2)(A—4)=>{

Los subespacios propios son
S(2) = {v (A= 200 = <_11 11> <"’”> _ 0} —fv:ia—y=0}=L{(1,1)}
S(4) = {v . (A—dD)o = <j j) <§> _ o} —fv:izty=0)=L{(-1,1)})

La matriz diagonal y la matriz de paso son:

(20 1 (1 -1 Cin
D_<0 4> y P_\/§<1 1> con P'AP =D

Aplicando a la cénica el giro

)= () == 6)
Y1 y V2 \-1 1) \y
con centro el origen y angulo —45°, se obtiene

PtAP ”1> —2=0
(3?1 Z/l) <y1

y operando:
2
Y1 _ 1

222 + 4y? = 2 = 22 =
1 +4y1 $1+1/2
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que es la ecuacion reducida de la conica, que corresponde a una elipse. No es necesario usar
traslaciones. La ecuacién reducida también se suele expresar renombrando las variables
(z1,y1) como (z,y), es decir como

2
Y
= =1

2
x +1/2—

Puesto que no se ha aplicado traslacién, el centro de la elipse coincide con el de la conica
reducida, es decir es el origen. Sus ejes son las rectas que pasan por el origen con la
direccion de los autovectores:

La representacion grafica de la cénica es la de la figura.

0.5
Y Dd_
/ 0.2

/

8 06 04 025 02 04 06 gfs
0.2 x

0.4 /

0.5

Figure 1: Representacién gréfica de la cénica 322 + 3y? — 22y — 2 =0

2. Para hallar la ecuacién reducida de la cénica x2 4+ 4% +4ay — x +y + 1 = 0, se expresa en

forma matricial:
1 2 T x
(z y) (2 1) <y> + (-1 1) (y) +1=0

La matriz asociada y sus autovalores son

A1=3

A:(l 2) : |A—)\I\:’1_)\ ’ ‘z(A—3)(A+1)=>{A2:_1

21 2 1—-A

Los subespacios propios son

s6)={vs (a-sno=( ) (1) =0} =i a-y=0) =z

S(—l):{v (A4 T = @ ;) @) :0}:{1) caty=0)=L{(=1,1)})

La matriz diagonal y la matriz de paso son:

(30 1 /1 -1 " -
D_<O _1> y P_ﬁ<1 1) con P'AP =D
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Aplicando a la cénica el giro

() =7 () -5 )0
Y1 y) V2 \-1 1)\y
con centro el origen y angulo —45°, se obtiene
(@ ) Par (2) (-1 )P (5 v
Y1 Y1

y operando:

1\?> 3
3$%—y%+\/§y1—|—1=():>33:%—(yl——> =—-

X9 = X1
y2=y1—%

-3 562 y2
3 — i = — 22—
278275 /2 3/2
que es la ecuacién reducida de la cénica, que corresponde a una hipérbola. La ecuacién
reducida también se suele expresar renombrando las variables (x2,y2) como (x,y), es decir

como

Si ahora se aplica la traslacién

se llega a

x2 y2

1232
Aplicando la traslacién opuesta y el giro inverso al centro de la cénica reducida, se obtienen
el centro de la cénica original. El centro es

c-oon=csvg=on 5l 1) () = (5)

Los ejes son las rectas que pasan por el centro y cuyos vectores de direccion son los vectores

propios, es decir:
x—i—% Y-
e |
x—i—% y—

(S

z+y=0
r—y+1=0

SIS

T — 71
La representacion grafica de la conica es la de la figura.

4 3 1] (f-—..zf__hi-h
21\

A\

\

Figure 2: Representacion grafica de la cénica 22 + 4> + 4oy —x+y+1=0
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9.6 Clasificaciéon de cdénicas por invariantes

Para clasificar una cénica, de ecuacién general

a117? + a1y + asey’ + a1z +asy +a =0

con aji, a2, a,al,az, a € R, no es necesario encontrar el movimiento (giro y/o traslacién) que
la transforma en su ecuacién reducida. Se puede hacer a partir de las matrices:

A=

a
a

aiz2 a1

. le 2 (12

A= an %
ai a2

2 2 @

Si o(A) = {A\1, A2} son los autovalores de A, § = |A| y A = ‘Z‘, entonces:

Tipo Ecuacién reducida Coénica
Elipse real, si A7A < 0
0>0 Eliptico Mz? + \oy? = _TA Elipse imaginaria, si A{A > 0
Punto, si A =0
§ <0 | Hiperbdlico | A\z? + \oy? = _TA Hipérbola, si A # 0
Par de rectas secantes, si A =0
Aoy? = 42,/ _)\—2Ax Parabola, si A # 0
o= Parabdlico Par de rectas paralelas, si A =0y cAgo >0
(A1 =0) Ay’ =c Recta doble, si A =0y c=0

Par de rectas imaginarias, si A =0y cAg <0




